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CHAPITRE X. 

DU FROTTEMENT. 



§ I. — Du frottement de glissement. 

140. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que les 
corps solides, en réagissant les uns sur les autres, se com- 
portaient comme s'ils étaient réellement invariables ou émi-^ 
nemment durs, sans présenter d'aspérités à leur surface; ce 
qui nous a conduit à considérer les résultantes de leurs ac- 
tions mutuelles, au contact, comme étant dirigées suivant leur 
normale commune. 

Mais, en réalité, il n'en est pas ainsi, en raison même de la 
constitution physique des corps solides. Les corps en contact 
se dépriment mutuellement d'une manière permanente ou 
passagère, selon l'énergie de leur compression réciproque; les 
dépressions atteignent leur maximum lorsqu'il y a mouvement 
relatif ou tendance au mouvement relatif d'un corps par rap- 
port à un autre avec lequel il est en contact. 

II. I 
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Il résulte de la déformalion des corps en contact que la 
résultante des actions mutuelles, de la part de Tun sur l'autre, 
n'est pas normale à leur surface, ou qu'elle est la résultante 
d'une composante norjtnale et d'une composante tangentielle, 
et que cette réaction ne passe pas rigoureusement par le 
point de contact géométrique, dans le cas où les surfaces 
affectent des formes telles, qu'elles puissent être considérées 
co^mme se touchant en un seul point. 

141. Frottement de glissement, — Considérons deux corps 
(S), (S') qui, sous l'action de certaines forces, tendent à glisser 
ou glissent 'l'un sur l'autre, suivant une surface de contact 
d'une certaine étendue. L'expérience a conduit à poser en 
principe que : la réaction tangentielle de (S') sur (S), en 
chaque élément de la surface de contact^ est proportionnelle 
à la réaction normale correspondante^ et qu'elle est dirigée 
en sens inverse de la vitesse relative, au point considéré, du 
second de ces corps par rapport à Vautre, 

Soient N, T les composantes normale et tangentielle de (S') 
sur (S), rapportées à l'unité de surface, sur l'élément super- 
ficiel £?&>), /une constante dépendant de la nature des deux 
corps, du poli de leurs surfaces et de la manière dont elles 
sont lubrifiées; on a 

ou 

T = N/. 

La réaction tangentielle T a reçu le nom ^e frottement de 
glissement, et son rapport /à la réaction normale, ou encore 
à la pression normale de (S) sur (S'), celui de coefficient de 
frottement. 

La réaction totale de (S') sur (S) relative à l'élément £?ûi), et 
rapportée à l'unité de surface, a pour valeur 



R = v/N^-h Wf^ = N v/i.H-/'. 

Si a est l'angle qu'elle forme avec la normale, on a 



tanga = jj, 
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par suite 



tanga=/; 



donc : la réaction totale fait avec la normale un angle con^ 
stant, dont la tangente est égale au coefficient de frottement ; 
cet angle a reçu le nom d* angle de frottement. 
On a aussi les relations 

= Rcosa, 



N = 



V^i -+-/ 



T = N/= 



R/ 



D'après le principe de l'égalité entre l'action et fa réaction, 
(S) exerce sur (S') une action — R égale et opposée à R, dont 
les composantes normale et tangentielle sont — N et -— N/, 
cette dernière étant dirigée en sens inverse de la vitesse rela- 
tive de (S') par rapport à (8), au point considéré. 
Supposons, en particulier {fig. 67), que îe corps (S) repose 



Fig. 67. 



AN, 



B 



par une face plane AB sur un plan fixe (S') et que les forces 
qui le sollicitent se réduisent à une force F comprise djans 
un plan normal à (S'), passant par son centre de gravité. 
Soient P, Q les composantes de F parallèle et normale à (S'). 
On peut considérer (S) comme étant complètement libre 
sous l'action de P et de Q et des réactions de (S'). L'équilibre 
de translation, dans le sens normal au plan fixe, exige que la 
résultante N, des réactions normales soit égale et contraire à 
Q, d'où 

S'il y a tendance au mouvement, ou s'il y a mouvement de 
translation uniforme de (S) parallèle à la direction de P, il 

I . 
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faut que cetlé force soit égale et opposée à la résultante T, 
des réactions tangentielles, et par suite que 



P = T,=/ rNr/a) = /-Q. 



Le point d'application de la réaction totale Ri du plan est 
le point d'intersection de la direction de F avec ce plan; sa 
position variera donc, en même temps que la déformation et 
la répartition des réactions fidcù, avec la distance/? de P à (S'); 
ces réactions et la déformation seront d'autant plus faibles 
en A et plus considérables en B que p sera plus grand. Mais 
il y a une limite à la dislance p; car, comme ne peut se 
trouver que dans l'intérieur du périmètre du contact, si F 
rencontre le plan au delà de B^ par rapport à A, le corps tour- 
nera autour de l'axe projeté au premier de ces points, et (S) 
ne se trouvera plu^ dans les conditions admises dès le début ; 
ce mouvement de bascule aura lieu même avant que atteigne 
sa position limite B et dès que vers ce point N aura atteint la 
limite de la résistance à l'écrasement de (S) et (S' ). 

Si (S) est en repos, il ne tendra pas à se mettre en mouve- 
ment tant que P ou Ti sera inférieur à /Q; ce qui conduit, 
par extension, à cet énoncé : 

La réaction tangentielley suivant un élément de l'étendue 
du contact de deux corps, atteint son maximum lorsqu'elle 
est égale au frottement de glissement. 

Si, pour se conformer à ces nouvelles notions, on veut ap- 
pliq'uer le principe des forces vives à un système de corps 
solides réagissant les uns sur les autres, il faudra introduire 
dans le second membre le travail résistant du frottement, dont 
nous allons chercher l'expression. Soient v, v' les vitesses 
de deux de ces corps (S), (S') aux points où leurs surfaces se 
touchent suivant l'élément dcù; w, w' les vitesses relatives 
égales et contraires aux mêmes points de ( S) par rapport à (S') 
et inversement; on a, pour le travail élémentaire dû au frot- 
tement suivant </&>), 

— N/^w p cos (ï', w) de — N/<fifc) (''cos ( p\ w') dt 
= — N/^w[pcos(t', w) — /cos(f'', «')]«?/. 
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Mais comme a; = c^ — i^', TexpressioD précédente se réduit à 

en désignant par (/a le glissement élémentaire de l'un des 
corps sur l'autre. On a donc pour le travail total du frotte- 
ment, dans toute retendue du contact. 



-//../ 



Nr/<7. 



su lorsque le contact a une certaine étendue, on n'arrive 
pas à connaître le mode de répartition des réactions normales, 
on peut néanmoins, dans un grand nombre de cas, déterminer 
leur résultante N, qui, multipliée par/, donne celle du frot- 
tement, lorsque ces réactions sont parallèles ou sensiblement 
parallèles. A cet effet on considère chacun des corps du 
système comme libre, en tenant compte des actions exercées 
sur lui par les autres, et on lui applique les formules relatives 
à réquiUbre ou au mouvement d'un corps libre. Les équa- 
tions ainsi obtenues permettent le plus souvent de détermi- 
ner les résultantes Ni ou de les éliminer, comme nous le 
ferons voir plus loin, en traitant quelques cas particuliers. 

Nous allons donner ci-après quelques exemples, qui ne se 
rattachent pas à la théorie des machines, du mouvement de 
corps solides, en tenant compte du frottement. 

142. Du mouvement de translation d'un corps sur un plan 
dans un cas particulier. — Revenons gu cas, dans lequel nous 
nous sommes placé plus haut, d'un corps (S) assujetti à rester 
en contact avec un plan (S'), sollicité par des forces qui se 
réduisent à une seule comprise dans un plan perpendiculaire 
à (S'), mené par le centre de gravité de (S); conservons d'ail- 
leurs les notations ci-dessus. 

Supposons {Jig. 67) que la force F reste constante en gran- 
deur et en direction, que par suite P et Q ne varient pas, et 
que, à un instant donné considéré comme initial, (S) soit animé 
d'un mouvement de translation parallèle à P; dans les instants 
successifs du temps, ce mouvement restera transitoire et recti- 
ligne. Soient M la masse de (S), (^ sa vitesse au bout du temps / ; 
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nous aurons, si P ne fait pas équilibre au froUemeni Q/, 

el le mouvement sera uniformément varié- 

Supposons, en particulier, qu'il s'agisse d'un corps pesant 
de poids F = Mgr, reposant sur un plan incliné de l'angle i sur 
l'horizon ; nous aurons P = F sini, Q = F cosz, el, si le corps 
descend ou tend à descendre le long du plan, 

^ =g(smi-fcosi). 

Le mouvement sera uniforme ou tendra à se produire selon 
les cas, si sini — /cosi = o, ou si i est égal à l'angle de frot- 
tement. 

Dans le cas où le corps remonterait le long du plan incliné, 
on aurait 

j^ =-^(sinn-/cos/). 

143^ Du mouvement de translation rectiligne d'un corps^ dé- 
terminé par des guides. — Supposons qu'un corps solide soit 
sollicité par des forces extérieures qui se réduisent à une ré- 
sultante unique R, et qu'on veuille l'assujettir à un mouve- 
ment de translation rectiligne; on le rendra solidaire avec 
une tige prismatique dont les arêtes seront parallèles à la di- 
rection du mouvement et ayant deux faces opposées perpen- 
diculaires au plan déterminé par R et celte direction, plan 
que nous prendrons pour celui de la figure. Si l'on dispose 
quatre corps solides fixes de manière que, dans une position 
déterminée de la tige, ils soient deux à deux tangents à Tune 
et l'autre des faces ci-dessus, le mouvement que l'on veut 
obtenir sera complètement assuré. 

Spient (/§•• 68) 

A, A, et A', A', les points de contact des guides avec l'une et 
l'autre face; nous supposerons que A, A' sont situés dans 
un même plan perpendiculaire à la direction du mouve- 
ment, et qu'il en est de même de A,, A' ; 

M la masse en mouvement; 
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z la distance variable au plan ÂA' de son centre de gravité G, 
supposé^ pour plus de simplicité, dans le plan de la figure 
et à égale distance des faces AÂi, \!k\\ 



Fig. 68. 






PTir 
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F, Q les composantes de R, parallèle et perpendiculaire à la 

direction du mouvement; 
OR/ leur moment par rapport au point G; 
2e répaisseur de la tige; 
h la distance des plans AA% AiA'^; 
N, N', N,, N', les réactions normales des guides sur la tige 

en ji.y A. f -^ly -^ t ; 
/ le coefficient de frottement de la lige sur les guides. 

On peut considérer le corps comme complètement libre en 
le supposant sollicité par les forces F, Q, les réactions nor- 
males des appuis et les frottements auxquels elles donnent 

dz 
lieu, lesquels sont dirigés en sens inverse de la vitesse -tt- 

Nous aurons donc ( 5& ) 

o= Q 4-n'-i-N, — N'-N'., 

o=:>TL-i-(N — N')z-{N,-N',)(A-3)-h^/(N-i-Nj — N'-N',), 

c'est-à-dire trois équations entre cinq inconnues, z et les 

* quatre réactions normales; mais en réalité le problème n'est 

pas indéterminé. En effet les guides, si peu qu'il y ait de 

jeu entre eux et la tige, ne fonctionnent pas tous en même 
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temps; la lige s'appuie seulement, à chaque instant', sur deux 
guides 9 non en regard l'un de l'autre, qui suffisent pour 
assurer le mouvement pendant l'élément du temps dt; mais 
on ne peut pas reconnaître à priori quels sont ceux des guides 
qui fonctionnent à un moment donné; on est alors obligé de 
supposer nulles, successivement, deux réactions normales, 
ou de faire quatre hypothèses, dans lesquelles on déter- 
minera la loi du mouvement, et parmi lesquelles on admettra 
d'abord celle qui, pour f=o, donnera des valeurs positives 
pour les deux réactions conservées. Cette hypothèse devra 
être abandonnée à partir du moment où l'une de ces réac- 
tions deviendra nulle, puis négative; on cherchera alors 
quelle est, à partir de cet instant, celle des trois autres 
hypothèses qui conduirait à des valeurs positives pour les 
deux réactions conservées, et ainsi de suite. 
Bans le cas où l'on s'impose la condition que le mouve- 

dz 
ment soit uniforme, on a ^ =o, et les équations ci-dessus» 

en opérant comme on vient de le dire, feront connaître la re- 
lation, ou les relations s'il y a discontinuité, qui doit exister 
entre F, QeX z. 

14&. Du mouvement d*un corps solide autour d'un axe 
fixe, — Deux dispositions sont principalement adoptées pour 
déterminer le mouvement. 

Dans la première, qui est notamment celle de la machine 
appelée treuil, le corps est terminé par deux cylindres circu- 
laires ou tourillons ayant pour axe commun celui de la rota- 
tion, et engagés dans deux cylindres creux ou coussinets, 
dont l'axe commun est parallèle à celui des tourillons. 

Tout déplacement parallèle à l'axe est rendu impossible par 
les épaulements (parties solides adjacentes aux tourillons et 
d'un diamètre un peu plus fort) et les paliers (parties fixes 
qui maintiennent invariablement les coussinets). 

Le diamètre de chaque coussinet est un peu plus grand que 
celui du tourillon pour laisser du jeu. 

Pour que le mouvement ait réellement lieu autour de l'axe 
des tourillons, il faut que ceux-ci restent tangents à leurs 
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coussinets suivant une génératrice, condition que nous sup- 
poserons remplie, sauf à indiquer ultérieurement la relation 
analytique qu'elle comporte. 

Les points d'application des réactions totales des coussinets 
sur les tourillons restent Indéterminés, lorsque Ton ne fait 
pas intervenir Télasticlté de la matière; mais, comme les lon- 
gueurs des tourillons sont généralement petites par rapport à 
la longueur de l'axe, on peut, sans grande erreur, supposer 
que les points d'application se trouvent aux milieux des gé- 
nératrices de contact. 

Dans la seconde disposition, qui est ordinairement celle 
de la poulie, le corps est percé d'une ouverture cylindrique 
ou â?i7 ayant pour axe celui de la rotation, dans laquelle s'en* 
gage un cylindre fixe d'un diamètre un peu moindre. 

Comme ces deux dispositions conduisent aux mêmes for- 
mules, nous considérerons la première pour fixer les idées. 

Nous négligerons le frottement des épaulements sur les pa- 
liers, s'il s'en produit; son influence peut d'ailleurs être ré- 
duite à très-peu de chose, comme nous le ferons voir dans ce 
qui suit. 

Reportons-nous aux n®*76 et 99; nous pourrons supposer 
que les points A et A' sont les centres des deux sections 
moyennes des tourillons, auxquels nous supposerons le même 
rayon p. 

Soient [fig. 69) 

Fîg. 69. 




N, N' les réactions normales passant par A et A'; 
/ le coefficient du frottement; 

9 l'angle que forment, à l'instant considéré, les directions de N 
et N' avec Oj. 
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Nous aurons, pour les composantes des réactions totales, 

N^ = — N coso -h N/sino, N, = — N sin<p — N /cos^p, 
N^ — — N'cos y -+- N'/sin cp , N*^ — — N' sin «p — N'/cos <p. 

Les équations (4) du n^ 99 donnent, en remarquant que Nx 
et Ni ne représentent que les réactions normales des épau- 
lements, 

(I) N, + N'^.^.R^==o, 

(N -h N') (cosf — /sinç) -+- R^-i- w^M/, h- M2, ^ = o, 



(a) 



— (N -i- N') (sinf -h/cos<p) -+- R, -f- w'Mz, — Mf^ -j- = o. 






N'(sin9-+-/cos^)fl-h 311^^— w^2w'j73-+- --r-l.m'yx — o, 

. — N'(cosç — /sinçp) û -t- 0ÎL^-+- w^S/w'xj H- -j- Sm'zjc = o. 

L'équation (i) du même numéro subsistera encore en tenant 
compte du moment des frottements, ce qui donnera, en le 
mettant en évidence, 

(3) iJ=DlL,^(N-+-N')//-. 

Nous aurons ainsi cinq équations (2) et (3) entre les quatre 
inconnues N, N', cp, w, ce qui exige que les composantes et 
les moments des forces extérieures soient liés entre eux par 
une équation de condition dont la recherche, dans le cas gé- 
néral, présente une trop grande complication pour que nous 
puissions devoir nous y arrêter. 

Supposons maintenant que A^ soit un axe d'inertie du 
corps passant par son centre de gravité; il sera également un 
axe principal relativement à A, de sorte qu'en prenant pour 
ky et A^ les deux autres axes principaux passant par ce point, 
les équations (2) se réduisent aux suivantes : 

(NH-N')(cos<p-/sin(p) = R^, 
{NH-N')(sinçH-/coscp)= R., 



(4) 

(cos<ï> — /sintp) a = 0ÏL,. 



j --N'(sin<i' -H/coS(jp)a = 31l/^, 
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d'où l'on déduit 



R^OR^-f-R,OTL, = o, 



ce qui exprime que la composante deR, perpendiculaire à 0^, 
doit être comprise dans le plan du couple estimé perpen- 
diculairement à cet axe, résultat que Ton pouvait prévoir. 

Soit maintenant ol l'angle de frottement défini, comme on 
le sait, par la relation /= tanga; les deux premières équa- 
tions (4) deviennent 

(NH-N')C08(ç-i- a) = B^COSa, 

(N-i- N') 8in(çH-a) = R^cosa, 

d'où 

N-hN' = cosav/Ry-f-Ri, 

et Ton voit ainsi que chacune des réactions normales N et N' 

est inclinée sur la résultante ^^}^\ -f- R J d'un angle égal à celui 
du frottement. 
On aura aussi, pour l'équation du mouvement, 

I ^ = Oit, - r sina v/R^TrI . 

Pour que les forces extérieures agissant sur le solide s y 
fassent équilibre, il faut que l'on ait 



OK, = rsina^R;-t-K^ 



z • 



145. Du mouvement de deux corps cylindriques tournant 
autour d* axes fixes, parallèles à la direction commune de leurs 
génératricesy et dont les surfaces sont assujetties à rester en 
contact. — Il est clair que le problème se ramène à considé- 
rer deux figures planes (S), (S'), mobiles dans leur plan com- 
mun autour de deux points fixes 0, 0' avec les vitesses angu- 
laires constantes ou variables ta et gd'. 

Nous négligerons les frottements sur les axes, dont on 
pourra d'ailleurs tenir compte, si on le désire, d'après les 
règles établies plus haut. 

Supposons que les vitesses soient de sens contraire, la pre- 
mière étant censée avoir lieu de la gauche vers la droite. 
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Soient 

DXL, 3ÏL' les moments par rapport à et 0' des forces exté- 
rieures sollicitant (S) et (S')» en adoptant pour eux, relati- 
vement aux signes, les mêmes conventions que pour les 
vitesses angulaires correspondantes , et supposant que le 
premier corps conduise le second; 

m le point de contact des deux Qgures {fig. 70); 

Fig. 70. 







N la réaction normale du corps (S') sur le corps (S), égale el 
contraire à la réaction N' de ce dernier sur le premier; 

/ le coefficient du frottement de glissement; 

p = Oa, q = am les distances de O à la normale et à la tan- 
gente au point m; 

p'=zO'a\ g' = a'mles longueurs analogues relatives à (S'); 

K le point de rencontre de la normale en m avec 00'; 

I, F le moment d'inertie de (S), (S') par rapport à leurs centres 
respectifs. 

Pour qu'il y ait glissement, il faut et il suffit que les com- 
posantes normales des vitesses des points des deux corps, 
actuellement en contact en m, soient égales, ce qui s'exprime 
par la relation 



(0 



w/? = &)'/>', 



ou si l'on veut, par suite d'une similitude de triangles, 

O'K 






OK 
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de sorte que, si le rapport des vitesses angulaires doit être 
constant, il devra en être de même de la position du point K, 
ce qui est le cas des engrenages cylindriques, dont nous 
n'avons pas à nous occuper ici. 

En jetant un coup d'œtl sur la figure, où la construction des 
rectangles.surN, N/el N', N'/est laite en pointillé, on trouve 
facilement les relations 






d'où, en éliminant N = N', 

Soient 

OA, O'A' deux axes mobiles avec (S) et (S'); 
0, B' les angles AOm, A'O'w' ; 

r, r' les rayons vecteurs des deux courbes en contact qui sont 
respectivement des fonctions connues de 9 ei 9', 

Nous aurons 

dt de 

Il sera facile d'exprimer, dans chaque cas particulier, p, 
p'f ^9 9' en fonctions des données de la question, et les deux 
équations (i) et (3) permettront dès lors de déterminer la loi 
du mouvement. 

On arriverait à des résultats analogues si les vitesses angu- 
laires étaient de même sens. 

146. Des rotations périmétriques de M. Sire, — Considé- 
rons un corps homogène de révolution, soumis à l'action de 
la pesanteur, dont un point de Taxe est fixe. On sait (110) 
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qu'en imprimant à ce corps, autour de son axe, une rota- 
tion plus ou moins rapide dans un certain sens, il prend 
lui-même, autour de la verticale du point fixe, un mouvement 
de rotation de même sens ou de sens contraire, ou, si l'on 
veut, direct ou rétrograde pour l'observateur couché suivant 
les axes correspondants en ayant les pieds au point fixe, 
selon que le centre de gravité se trouve au-dessus ou au-des- 
sous de ce point. Ce mouvement est d'autant plus lent que 
la rotation du corps est elle-même plus considérable. 

Mais, si la tige cylindrique qui forme le prolongement du 
mobile dans sa partie supérieure rencontre le bord d'une 
plaque terminée par un contour quelconque, continu ou dis* 
continu, elle le suit immédiatement en prenant, dans tous les 
cas, un mouvement direct beaucoup plus rapide que le 
mouvement direct ou rétrograde autour de la verticale du 
point fixe qu'il possédait quelques instants auparavant. La 
tige exerce ainsi une pression sur le pourtour de la plaque, 
dont elle ne se détache qu'aux points saillants ou anguleux, 
pour reprendre aussitôt la portion suivante du contour. M. Sire, 
qui a donné à ce phénomène le nom de rotation périmétrique, 
a fait varier ses expériences en employant successivement un 
cercle, un triangle à sommets arrondis, une sorte d'ellipse 
allongée, figures que l'on dispose de manière que leurs cen- 
tres se trouvent sur la verticale du point fixe, et, enGn, une 
courbe fermée présentant une partie rentrante. 

En y regardant d'un peu près, on reconnaît que le fait 
observé est dû au frottement de la tige du corps contre la 
plaque; cette résistance tend à diminuer la rotation propre du 
solide; mais, transportée en son centre de gravité, elle a pour 
objet de produire, en projection horizontale, un mouvement 
direct sur le corps autour du point fixe. Une figure très-simple 
suffit pour éclaircir cette explication sommaire. 

Mais si l'on veut aller plus loin, en cherchant à déterminer 
la loi du mouvement, on rencontre en général dans l'inté* 
gration des difficultés insurmontables, et l'on ne peut arriver 
à une solution complète que dans le cas particulier où la 
plaque est terminée par un contour circulaire ayant son centre 
sur la verticale du point fixe. 
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Soient (Jig. 7 1 ) 

le point fixe; 

OV la verticale correspondante; 

Ox l'axe du solide de révolution; 

Oz la perpendiculaire en à Oa? dans le plan VO^; 

0^ la perpendiculaire en au plan xOzi 

Fig. 71. 



i5 




n, s les composantes de la rotation instantanée du solide sui- 
vant 0^, 0^, considérées comme positives ou négatives, 
selon qu'elles ont lieu de la gauche vers la droite ou inver- 
sementy pour l'observateur couché successivement suivant 
ces trois directions en ayant les pieds en ; 

A, B les moments d'inertie du corps, le premier correspon- 
dant à 0;r, et le second à toute droite perpendiculaire en 
à cette direction ; 

M la masse du corps ; 

/ la distance de son centre de gravité G au point fixe; 

l'angle constant formé par Ox avec OV. 

Nous pouvons supposer : 1** que la plaque circulaire direc- 
trice est taillée sur sa tranche en forme d'un tronc de cône 
dont Tangle au sommet est 2 9, de manière à affecter ainsi la 
forme de l'enveloppe des positions de la tige du tore; a** que 
les réactions normales élémentaires de la plaque sur la tige 
ont, de même que les frottements, une résultante N appliquée 
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en chaque instant au point m de la circonférence moyenne de 
la plaque en contact avec la tige. 
Soient 

a = ml le rayon de la tige; 

6 = 01 la distance de son centre au point 0; 

/ le coefficient de frottement. 

On reconnaîtra, comme au n"* 110, que la rotation du plan VO x 
autour de OV est -:— ^ dont la composante, suivant Ox, est 
n' = ^cot9; on a donc, en vertu des formules (A) du n"" 112, 
en remarquant que '^ = jt ®st nul ici, 

(i) { S {An ^BscoiB) z=zUglsïnB -h'Sb, 

Si Ton élimine N entre la première et la troisième, que l'on 
intègre ensuite, il vient, en appelant a une constante, 

An B.V 

(2) h -7- =a. 

^ ' au 

En éliminant N6 entre la deuxième et la troisième des équa- 
tions (1), puis A/i au moyen de la relation (2), on trouve 

(3) idi = 



B 



r«a — Bjf2 -t-cote'jl —UglsinB 



Or, pour que la tige cylindrique s'appuie constamment sur la 
tranche de la plaque circulaire directrice, il faut que la valeur 
de N déduite de la troisième des équations (i), quand s aura 

été obtenu en fonction du temps, soit positive, ou que -7- >o; 

c'est-à-dire que le dénominateur du second membre de Té- 
qûation (3) soit constamment positif, ou encore que Téqua- 
lion, obtenue en l'égalant à zéro, ait ses deux racines réelles 
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et inégales, et que la valeur variable de s reste comprise entre 
ces deux racines. Il faut donc que Ton ait 



rt'a'> 4 B ^^ sinô H- cosO^ M^/, 



condîiion qui sera toujours remplie lorsque le centre de gra- 
vité du corps se trouvera au-dessous du point fîxe, mais qui 
pourra fort bien ne pas l'être lorsqu'il sera au-dessus et que 6, 
ou la vitesse initiale de rotation du corps autour de son axe, 
se trouvera au-dessous d'une certaine limite, cas dans lequel 
la tige ne suivra pas le cercle directeur.! 

Soient d et d' la plus grande et la plus petite des racines de 
réquation dont on vient de parler. Posons 

réquation (3) peut s'écrire ainsi 

(4) ■ '^^- (jèrf - ,Téf ) - - f"". 

d'où, intégrant et appelant 5© la valeur de s correspondant 
h t = 0, 



(5) s = 3^ 



(,..-rf') + (^-.-Je-^ 



Comme 8 — So est nécessairement positif, d'après ce que nous 
avons vu plus haut, la rotation s croît avec le temps, s'ap« 
proche de plus en plus de la valeur S, qui correspond à 

— = o ou à N = o, et pour laquelle la tige serait sur le point 

de se séparer du disque. 

147. Du mouvement d'un corps solide assujetti à rester en 
contacty par une face plane, avec un plan. — Soient [fig' 72) 

G le centre de gravité du corps; 

O sa projection sur le plan; 

Ox, Oj deux axes coordonnés rectangulaires, situés dans le 

plan; 
12 l'étendue de la surface de contact. 

II. 2 
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Nous supposerons que le corps est soHicité par un groupe 
de forces tel, qu'il se réduise à une pression uniformément 

Fig. 72. 




répartie sur Taire Q de contact, à un couple parallèle à ce plan 
de moment D\h et à une force P parallèle au même plan, mais 
comprise dans un autre plan perpendiculaire à ce dernier et 
passant par G. 

La résultante des pressions normales Q sera dirigée sui- 
vant GO. 

Il est évident que, si le couple est nul, le corps partant du 
repos ne pourra posséder qu'un mouvement de translation dû 
à la résultante P — /Q, que Ton peut supposer appliquée au 
centre de gravité G. 

Mais, si DïU n'est pas nul, le corps tournera autour de GO en 
même temps qu'il sera animé d'une translation» lors même 
que Ton aurait P = o, excepté si la surface de contact a pour 
centre le point 0. En effet, supposons qu'il n'y ait qu'un 
mouvement de 'rotation. Soient r=:Om le rayon vecteur 
de l'un quelconque m de ces points; 9 l'angle qu'il forme 
avec 0^. La pression normale sur l'élément d(7 = rdOdr 

étant ^ rfcr, il en résulte un frottement dont les compo- 
santes, suivant 0^ et 0/, sont 



- -ifdfTsmB, 
Q 1- f 
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d'où, pour leS composantes du frottement total» 



^Msin9, 



Of 

-^/rferCOSÔ. 



Ces composantes ne seront nulles que dans des cas spéciaux, 
notamment lorsque la surface de contact aura pour centre 
le point 0. 

Considérant le cas particulier d'une couronne circulaire, on 
voit que, si n, r« sont les rayons extérieur et intérieur de la 
couronne, r« devenant nul dans le cas d'un cercle plein, le 
moment du frottement est 






3 


2' 



et le mouvement de rotation sera déterminé par le moment 






3K^-iQ/y— ^; 



• 



r — r 



Cette expression montre que l'on peut réduire notable- 
ment le moment du frottement ou son brm de levier moyen 

2 f*' —^ r\ 

- -~ 1» soit en prenant r« = o et n très-petit, ou en don- 

nant à r, — r«et à r« une très-petite valeur; c'est ce à quoi nous 
avons fait allusion au n^ 144*, à propos des frottements sur les 
épaulements, dont nous savons maintenant tenir compte. 

Revenons au cas général, que P soit nul ou non, et soit 
y la vitesse de translation du centre de gravité parallèlement 
à la direction de laquelle nous prendrons Ox\ la vitesse du 
point m, à laquelle est directement opposé le frottement 

^frdrdQ, étant 



U = v^w V -+- V^" — 2(ôrV sinô , 

2, 
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il vient, pour ses composantes suivant V et wr, 

QfYrdrdQ . Qfror 



d*ou il suit que la résultante F du frottement, pour toute la 
surface de contact, aura pour composantes, respectivement 
parallèles à 0^ et Oj, 



'-=-¥-//=^ 



BdrdO 



qui seront, en généra], des transcendantes irréductibles en 
fonctions simples. 

Si la surface de contact est un cercle ou une couronne 
circulaire, la seconde intégrale est nulle; car, pour la même 
valeur de r et deux valeurs distantes de tt, les deux éléments 
de l'intégrale se détruisent. 

On reconnaîtra facilement que Ton a, pour le moment du 
frottement, 

expression qui donne lieu aux mêmes observations que les 
précédentes. 

Nous n'insisterons pas sur ces considérations, que nous 
n'avons développées que pour bien faire voir à quelles diffi- 
cultés de calcul peut conduire Tun des problèmes les plus 
simples en apparence de la Mécanique. 

On comprend d'après cela combien il est inutile de chercher 
à trouver la loi du mouvement d'un corps solide de révolution 
tangent à un plan fixe en tenant compte du frottement de glis- 
sement, la solution que nous avons donnée du même pro- 
blème, en faisant abstraction de cette résistance, étant déjà 
compliquée en elle-même. Toutefois, lorsque le solide devient 
une sphère, on peut arriver facilement à la loi du mouvement, 
comme nous allons le faire voir. 
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148. Mouvement d'une sphère pesante glissant sur un plan 
fixe horizontal. — Nous supposerons que la sphère esl com- 
posée de couches concentriques homogènes. 

Soient [fig* 73) 

R le rayon de la sphère; 

M sa masse; 

MÂr'R' son moment d'inertie par rapport à un diamètre quel- 
conque : on sait que k^=^.\ si la sphère est homogène; 

Oxy Oy deux axes rectangulaires tracés dans le plan hori- 
zontal; 

Oz la normale à ce plan au point 0; 

Gj;', Gj', Gz' trois axes rectangulaires parallèles aux précé- 
dentSy menés par le centre de gravité G du corps; 







Fîg. 73. 



Z' 

i Gj 


:^ 


/ 


y/^ 





A le point de contact de la sphère avec le plan horizontal; 

V„ Vj les composantes de la vitesse V du centre de gravité 
parallèles à 0^, Oj; 

», p^ q les composantes de la rotation instantanée suivant G^r', 
G/, G;?'; 

¥:ty Fj les composantes semblables du frottement de glisse- 
ment F = Mg/ dirigé en sens inverse de la vitesse du point 
de contact A; /étant le coefficient de frottement. 

Les équations du mouvement de la sphère sont 



(i) 



f/V 



r> 
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et 

MRU>~= RF„ 

(^) |MR^it»J = -RF„ 

MH'^*^ = o, d'où f7 = const. 

Oe ces équations on tire, par l'élimination de F«, F 

dt dt 

d'oiiy en désignant par V», U^. deux constantes. 

Si l'on porte à partir du point G sur G^' une longueur 
GB = h^R, B est le centre d'oscillation de la sphère tournant 
autour d'un axe horizontal quelconque, passant par le point 
de contact A ; de sorte que les formules ( 3 ) expriment que les 
points de la sphère qui passent successivement par ce centre 
d'oscillation ont en ce point une vitesse U constante en gran- 
deur et en direction. 

En appelant W„ W^ les composantes suivant 0^, Oj de la 
vitesse W du point de contact A, on reconnaît facilement que 

(4) jW,= V,-/,R, 

d'où, en vertu des équations (3) par l'élimination de V,, Vy, 

.5. I W, = U,-/.(i-f-it»)R, 

I Wr=:Ur-+-/ï(l-f-^')R. 



On a par hypothèse 



W. 



(^) w-ET, 



W^ F 



1 



DU FROTTIHElfT. 3 S 

or des deux premières des équations (2) on tire 
donc 



F^~ fin 



W^" fin' 

et, en vertu des relations (5), 

tin tip 



équation dont l'intégrale est 

OU, en vertu des valeurs (5) et (6), 

-nr' ^ pT ^^^ COnSt.J 

r ^y 

d'où il suit que le frottement dont Tintensité est constante 
reste parallèle à une direction déterminée. 

Faisons maintenant coïncider 0^ avec la direction de W> 
inverse de celle de F; les équations (i) prennent la forme 

m5^ = -m^/, 



_ = V,= V,cos«, 



d'où 

\ fit 

Vo étant la valeur initiale de V» et a son inclinaison sur O^; 
on déduit de là 



(8) 

et 



l x= VjjCOSaf, 
|r=V,8inar-g/- , 

ï sf 

■^ ° liVJcos'a 



3 
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pour /équation de la trajectoire parabolique de la projection 
horizontale de G. 

L'élimination de n ei p entre les équations (4) et (5), en 
remarquant que W,= o, W^= W, et désignant par (3 Tangle 
que forme la direction de U avec Ox, conduit aux suivantes: 

V - ^x _U£os£ 
,, /'W-hUsinS 

ou, en vertu des équations (7), 

V,= V.COSa=— -^, 
(9) { 

En appelant W, la valeur initiale de W, celte dernière équa- 
tion peut se mettre sous la forme 

le glissement cessera lorsque W sera nul ou au boul du temps 






'■= 



mais au même instant on a 



par suite 

V 

^=tang!5; 



de sorte que la vitesse du centre de gravité devient parallèle 
à la direction de U et qu'elle a pour valeur 



v,= " 



I -f- A 



.2 



Au delà de l'instant considéré, la bille roulera sur le plan 
horizontal, en suivant une loi que nous établirons plus loin. 



DU FROTTEMENT. 25 

§'II, — Du choc des corps en ayant égard an frottement. 

l<i-9. Lorsque deux corps viennent à se rencontrer en glis- 
sant l'un sur l'autre, il se développe en leur point de contact, 
dans cliacun d'eux, pendant toute la durée du choc, une com- 
posante tangentielie qui suit la loi du frottement de glisse- 
ment, comme le prouve l'expérience (') et ainsi qu'on devait 
s'y attendre. 

Ce frottement, dirigé en sens inverse du glissement du corps 
auquel il se rapporte sur l'autre, est ainsi proportionnel, à 
chaque instant de la durée du choc, à l'effort variable de com- 
pression mutuelle. 

Pour montrer comment on doit tenir compte du frottement 
dans le choc des corps, nous nous bornerons à traiter les 
deux questions suivantes, respectivement relatives aux corps 
parfaitement élastiques et aux corps complètement dénués 
d'élasticité. 

150. Du choc d*un solide de révolution homogène symé- 
trique par rapport au plan de Véquateur^ parfaitement élas- 
tiquCy animé d'une rotation autour de son axe et d'une trans- 
lation perpendiculaire à cette droite^ contre un plan fixe 
parallèle à cette même direction et supposé lui-même parfai- 
tement élastique. — Il est clair que l'on est ramené à consi- 
dérer les sections faites par le plan de l'équateur en attribuant 
à la section du corps choquant la même masse et le même 
moment d'inertie qu'à lui-même. 

Soient (yî^. 74) 

G le centre de gravité du corps choquant; 

C son point de contact, pendant la durée du choc, avec le 

plan fixe A6 ; 
M sa masse; 

I son moment d'inertie par rapporta G; 
R le rayon de l'équateur; 

(*) MoRiN, Recueil des Mémoires des Savants étrangers à l'Académie des 
Sciences; i835. 
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/ le coefficient de glissement du corps sur le plan ; 

CL Tangle de frottement défini par la relation tanga =/; 

y«, y les vitesses de translation du corps avant et après le 
choc; 

9o9 9 les angles qu'elles forment avec CG; 

0)0, 0) les vitesses angulaires de rotation autour de G, avant et 
après le choc : la première est censée avoir lieu de la gauche 
vers la droite; on supposera qu'il en est de même de la 
seconde» sauf à lui attribuer le sens contraire si le calcul 
conduisait à lui donner une valeur négative; 




N la réaction normale variable pendant la durée du choc du 
plan sur le corps. 

Nous avons d'abord, en projetant les quantités de mouve- 
ment et les impulsions des forces sur CG et CA, indépendam- 
ment de toute hypothèse sur la constitution des deux corps : 



(î) 



d'où 

1^) 



ou encore 



M(Vcos? — VoCos«ï»,)= /N///, 
M(Vsin? - V^siiKpJ =-/ /*N«f^ 

Vsin(p — V,sin(p, = — /(Vcosf — V,cos<pJ 



(a') ■ Vsin((p-+-a) = Vo8in(^,-i-a), 

Le théorème des moments donne 



(3) 



I(«-(y)J=~/R Tn^/, 
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d'où, en vertu de la seconde des équations (i), 
(4) !{«-.«,) =MR(Vsinf-V,sin(pJ; 

mais, pour déterminer Y, 9» (û, il nous faut joindre aux équa- 
tions (2) ou (2' ) et (4) une relation, que nous avons à trouver 
et exprimant que le corps choquant et le plan sont parfaite- 
ment élastiques. S'il n'y avait pas de frottement, la force vive 
du solide de révolution serait la même après qu'avant le choc 
et les deux corps reviendraient à leur forme primitive. Nous 
n'avons donc à tenir compte, dans l'équation des forces vives, 
que du travail dû au frottement 



^ J^fds = ^fJ^ds, 



s étant le chemin extrêmement petit parcouru par C pendant 
la durée du choc, et l'intégrale étant relative au glissement 
total du même point. 

Il vient donc, d'après les théorèmes de Kœnîg (il) et des 
forces vives. 



(5) M(V'-^v;) + i(^>'~-c^;) ^ fÇ 



lids. 



Comme il n'est pas possible d'éliminer N entre celte équation 
et les équations (i) ou (3), le problème proposé doit être 
considéré comme insoluble, du moins en se basant unique- 
ment sur les simples notions qui nous ont servi à définir les 
corps parfaitement élastiques. 

Mais nous pouvons toutefois arriver à une solution approxi- 
mative, bien suffisante pour les cas qui peuvent se présenter, 
en remarquant que le carré de / peut généralement être né- 
gligé, ce qui revient à calculer ds comme si l'on avait /= o. 

Mais, dans cette hypothèse et d'après les formules (2) ei ( 3), 
la vitesse angulaire et la composante de translation, suivant 
CA, ne changent pas pendant la durée du choc; nous pourrons 
donc écrire tout simplement 

ds = (V.sinipj, -+- WoR)rf/; 
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il sera cependant plus exact de prendre 

^^ ^ V.siny., H- ft)oRo 4- Vsiny -+- &)R ^^^ 

ce qui nous permettra en même temps d'arriver à des for- 
mules plus symétriques. 
L*équation (5) devient ainsi 

ou, en vertu de la relation (3), 
ou 

I(w — wj 



M(V='-VJ)=(V„sin<?,4-Vsiny) 



R 



En remplaçant -^ — rr — - par sa valeur (4}y on trouve 

VoCOS(po=":tVcOS«p. 

Le signe supérieur n'est pas admissible; car, d'après la pre- 
mière des équations (i), où tous les éléments de l'intégrale 
sont positifs, il correspondrait à N == o. Il faut donc prendre 

(6) V.cosy, = — Vcosf, 

ce qui est la relation cherchée, et le problème peut être con- 
sidéré comme résolu ; mais, comme on ne peut pas trouver 
explicitement les valeurs des inconnues, quelle que soit la gran- 
deur de a, nous allons supposer que cet angle est assez petit 
pour que Ton puisse en négliger les puissances supérieures 
à la première. 
Des équations ( a' ) et (6)*on déduit 

COSy ~~ C08«p« 

d'où 

. tang(p =— tang<ï>^— aa 

et 

(8) V = i8o**— f^ — 2a cos'?,. 



DU FROTTEHEKT. 29 

Poriani celle valeur dans l'équation (6), on trouve 

(9) V = V,(i-ha8ina(pJ. 

Des formules (4)> (6) et (8), on déduit 

(10) « = «, r^ cosy = ^0 -^ — jj— ' « cosy,. 

On voit ainsi que le frottement a pour effet de diminuer la 
vitesse de translation et l'angle de réflexion. 

151. — Du choc de deux corps cylindriques dénués d^ élas- 
ticité tournant autour d* axes fixes parallèles à la direction 
commune de leurs génératrices. — Reportons-nous aux nota- 
tions et à la^g". 70 du n® 14>5; désignons par 6)o> tù\ les vitesses 
angulaires avant la percussion du corps choquant (S) et de 
(S'), dont la première est censée avoir lieu de la gauche vers la 
droite et la seconde en sens inverse, en réservant les lettres 
«, (ù' pour représenter ce qu'elles deviennent après le choc. 

Les composantes, normales au contact, des vitesses des deux 
cylindres étant égales après le choc, d'après la définition même 
des corps dépourvus d'élasticité, les vitesses angulaires o), &/ 
sont liées entre elles par la relation (i) du n® H5 ou par 

( I ) w/> = w'/?'. 

Supposant 31V = o, 3TL' = o dans les formules (2) du même 
numéro et intégrant par rapport au temps pour toute la durée 
du choc, il vient 



W 



!'(«'- o/J= p' J^di-hfq' J^dl, 



équations que nous aurions pu poser immédiatement sans 
avoir recours aux formules ci-dessus. On déduit de là, par l'é- 
limination de/Nrf/, 
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enfin des éqaations (i) et (3) on tire 



(4) 



i'{p+mpou-p'<) 
p'i(p'+fy')-^pi'(p+fyy 

- '-^ p'Hp-^fi/}^pl'(p+fy) 



= w 







Pour que (S) soit le corps choquant, comme on l'a supposé, 
il faut que sa vitesse normale au contact avant le choc soit 
plus grande que celle de (S') ou que 

/7w^ > /?'wo ou P^o — p'^'» > o. 

On voit ainsi, d'après les formules (4)> que la vitesse angu- 
laire du corps choquant a diminué après le choc sans toutefois 
changer de signe ou de sens, tandis que, au contraire, celle du 
corps choqué a augmenté, ce qui devait être. 
. Si le choc a lieu dans le plan des axes de manière que 
ce plan soit tangent aux deux surfaces, on a ç = o, ^'=o : 
c'est ce qui a lieu notamment dans le choc des marteaux, 
et]le frottement ne joue aucun rôle dans le résultat du choc ; 
mais alors il convient de tenir compte du frottement développé 
par les percussions sur les supports. Nous ne nous arrêterons 
pas, quant à présent, à cette question qui rentre dans le do- 
maine de la Mécanique appliquée, comme celles du choc des 
cames contre les mentonnets des tiges à mouvement rectî- 
ligne, des effets du tir du canon sur les affûts, etc. 

Nous terminerons en faisant remarquer que, dans le cas où 
a>o et ck)'o sont de même sens, la solution du problème n'offre 
pas plus de difficulté. 

§ III. — Du frottement de roulement. 

152. Considérons d'abord un cylindre circulaire (S), dont le 
centre de gravité se trouve sur l'axe de figure, sollicité: 
1° par une force Q passant par le point 0, perpendiculaire à 
un plan (S') avec lequel le corps doit rester en contact; 
2° par une force P parallèle au plan fixe (S') située dans le plan 
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de la section droite menée par le centre de gravité 0, que 
nous prendrons pour celui de la figure. 

Selon le mode d'application de la force V, que nous dis- 
cuterons plus loin, (S) roulera ou glissera, ou bien tendra à 
rouler ou à glisser sur ( S' ). 

Plaçons-nous dans les conditions du roulement; pour que 
ce mouvement tende à se produire ou qu'il reste uniforme, il 
faut que, entre P et Q, il y ait une certaine relation qui n'est 
autre chose que la condition d'équilibre entre ces forces et les 
réactions normale et tangentielle N et T du plan (S'). 

Soient 

R le rayon du cylindre; 

A [Jig. 75) le point de contact géométrique de ce solide avec 

(S'); 

Fig. 75. 
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j> la distance de P au point Â, 

A, le point où la résultante de P et Q rencontre le plan (S'); 

S la distance AAi. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut que la résultante de P et Q 
soit égale et opposée à celle de T et N, ce qui exige : 1° que 
T et N soient respectivement égales et de sens contraire à P 
et Q;^** que leur résultante passe par le point Ai (ce fait ne 
peut s'expliquer que par la déformation des deux surfaces en 
contact). Cette dernière condition s'exprimera en posant l'é- 
quation des moments par rapport à un point quelconque, Ai 
par exemple, ce qui donne 

:Si /est le coefficient de glissement de (S) sur (S'), il faut, 
pour qu'il n'y ait pas glissement ou qu'il y ait roulement, que 
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l'on ail P < /Q ( 141 } ou encore que 

condition que nous supposerons remplie. 

D*après l'expérience, la distance d, qui a reçu le nom de 
coefficient de roulement^ rie dépend pas de Q, maïs seulement 
de la nature des surfaces en contact et de R ('). 

D'après Coulomb et H. Morin, d serait indépendant de R» ce 
qui ne paraît guère admissible; car autrement on arriverait 
à conclure que l'on ne pourrait pas faire rouler sur un plan 
un cylindre dont le rayon serait inférieur à d. 

D'après Dupuit, on aurait 

£ étant un coefficient généralement très-petit qui dépend de la 
nature des surfaces en contact; mais, si cette formule est à 
l'abri de l'objection faite plus haut, elle en soulevé une autre 
non moins importante; en effet, elle fait croître indéfiniment 
S avec R, de sorte que la réaction d'un plan sur une face plane 
d'un corps assujetti à rester en contact avec lui se trouverait 
à l'infini. 
Il me semble qu'une expression de la forme 



"" = f Vh^ 



(M, 



(^) Dans le cas où l'effort P est tangent au cylindre, on a 

o = 2R et P = Q--.. 

Si, dans les' mêmes conditions, P, au lieu d'être parallèle à (S'), lui est perpen- 
diculaire, on a 

T = o et PR = Q<?, 

ce qui donne pour P une valeur double de la précédente. 

(') En comparant entre eux les résultats obtenus de part et d'autre par 
MM. Morin et Dupuit, on trouve, dans cette hypothèse, 

IX =0,0007, «= I pour fer sur fer, 

^ = 0,0016, a = 3, 116 pour bois sur bois. 
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dans laquelle fx et a seraient des constances spéciOques, per^ 
mettrait de représenter en même temps les résultats des expé- 
riences de MM. Morin et Dupuit; car, si R est très-grand par 
rapport à a, on a, à très-peu près, d = a, et, si au contraire R 
est petit relativement à a, on a 

y/a 

Si le cylindre roule sur un autre, de rayon R', il est clair que 
8 doit être une fonction symétrique de R, RS et, en admettant 
comme exacte la relation donnée à la fin de la page 32, on au- 
rait dans ce cas 





='^v/nr 



fl)(R'-i-/i) 



formule qui serait applicable aux cas où les cylindres oppo- 
seraient leurs concavités ou leurs convexités, ou dans laquelle 
on prendrait toujours R, R' en valeur absolue. 

Plus généralement, on pourra supposer que la formule (2) 
se rapporte au roulement de la surface d'un corps (S) sur celle 
d'un autre (S' ), en représentant par R et R' les rayons de cour- 
bure des sections de ces deux surfaces, en leur point de con- 
tact, normales à la projection de Taxe instantané de rotation sur 
le plan tangent commun, en faisant de plus abstraction, de la 
composante normale de la rotation instantanée qui, en défi- 
nitive, ne joue aucun rôle dans le roulement. 

On voit ainsi que la résistance au roulement ou le frot^ 
tement de roulement de deux corps l'un sur l'autre résulte 
de ce que le point d'application de la réaction de l'un d'eux 
sur l'autre se trouve situé en avant du point de contact géo- 
métrique de leurs surfaces, dans les sections normales à l'axe 
instantané projeté sur le plan tangent. 

Si l'on désigne par (a la vitesse angulaire instantanée, le 
travail élémentaire dû au frottement de roulement sera 
— Ndco^^ou 

ds étant la longueur des éléments des deux sections normales 
II. 3 
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ci^dessus, qui doivent venir en contact au bout du temps di^ 
et en prenant le signe + ou le signe — (en admettant dans ce 
dernier cas que R' >R) selon que les courbures de ces sec- 
tions sont opposées ou de même sens. 

153. Du frottement mixte de roulement et de glissement. 

— Il doit paraître évident que, deux corps glissant et roulant 
en même temps Tun sur Tautre, les .deux frottements doivent 
coexister en suivant les lois énoncées plus liaut; mais, comme 
le frottement de roulement a bien moins d'importance que le 
frottement de glissement» on en fait généralement abstraction 
dans les circonstances où nous nous plaçons. 

154. Roulement d'un cylindre pesant sur un plan incliné. 

— Concevons qu'un cylindre circulaire, homogène ou com- 
posé de couches concentriques homogènes, soumis unique- 
ment à l'action de la pesanteur, roule à un instant déterminé 
sur un plan incliné, de telle manière que son axe soit parallèle 
à la trace horizontale de ce plan; ou dans les instants sui- 
vants le roulement continuera, ou il y aura glissement. 

Plaçons-nous dans le premier cas, sauf à déterminer ulté- 
rieurement les conditions qui doivent être remplies pour 
qu'il en soit ainsi. ^ 

Soient (Jlg. 76) 

Fig. 76. 




R le rayon du cylindre ; 

M sa masse; 

MK'R^ son moment d'inertie; 

I l'inclinaison du plan incliné sur l'horizon; 

G) la vitesse angulaire du cylindre; 

V r= &)R sa vitesse de translation. 

Dans ce qui suit N, T, $ conserveront la même signiGca- 
tion que plus haut. 
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Supposons que le cylindre soit, indépendamment de son 
poids, sollicité par une force F = M9, constante en grandeur 
et en direeUmi, indinée de l'angle a sur le plan. 

L'équilibre de translation du cylindre, considéré comme 
libre, s'exprime par les deui relations 

(i) UfCOBx-hUgsïni-' M -T- — T = o, 

(2) Mgrcosi — Mysina — N = o; 

enBn on a, pour l'équation relative au mouvement de rotation 
autour du centre de gravité, 

(3) MK'ftJ=MK'^=T-N|. 

En éliminant T et N entre ces trois équations, on trouve 

^^ y Tcosa -h ç sinat j -+- g (sini — g cosi j 



(4) 



dt ~~ I-+-K* 



et l'on voit ainsi que le mouvement est uniformément varié. 
En portant cette valeur dans l'équation (i), on obtient pour 
T la valeur 

j ç( K'cosa — ^ sina J -f-g^f K^sini -f- ^ cos/j j 

Pour qu'il y ait roulement, il faut que T soit inférieur au frot* 
tement de glissement N/, N étant donné par l'équation (2), 
ou que là condition 

(p JK^cosa -+- [/(i -+- K*) - |1 sinaj 
(5) / ^ ^ -^ 

j -+- g' JK'sini -[/(! + r) - |]co8/j <o 

soit satisfaite. 

Dans le cas où le cylindre est uniquement soumis à l'action 
de la pesanteur, on a 9 = 0, et il faut que 



KMang/ </(! + K») - I 



R 

3. 



36 



BCUXIËHB PARTIE. — CHAPITRE X. 



Si le cylindre est homogène, on a K' = - el, en appelant a 
Tangle de frottement, la condition précédente devient 

tang/ < 3 tanga — -^ 

Les considérations précédentes s'appliquent au mouvement 
d'une sphère pesante partant du repos sur un plan incliné; on 
peut faire abstraction de la composante de la rotation normale 
au plan, qui reste constante et qui n'a aucune influence sur le 
mouvement général du corps; mais, pour que le roulement 
soit possible, il faut que la composante de la rotation parai* 
lèle au plan soit horizontale. 

Dans le cas d'une sphère pesante roulant sur un plan hori- 
zontal, ou de 1 = 0, il suffit seulement que le roulement ait 
lieu à un instant donné pour qu'il se continue, et le mouve- 
ment est uniformément retardé. 

155. Loi des oscillations d'un pendule composé, muni d'un 
tourillon qui roule sur deux parties d'un plan horizontal, — 
Prenons pour plan de la figure celui qui, étant perpendicu- 
laire à l'axe du tourillon, passe par le centre de gravité G du 
corps. 



Soient [fig* ']']) 



Fi«- 77- 




la trace de Taxe du tourillon; 

r son rayon; 

/ la distance GO; 

OXf Ox la verticale et l'horizontale du point 0; 

6 l'angle GOj; 
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M la masse du corps et MR* son moment d'inertie par rapport 
à la parallèle en G à l'axe 0, R étant son rayon de gyration ; 

NT les composantes de la réaction du plan, parallèles à 0^ 
el 0^. 

Considérons le pendule dans la partie ascendante de son 
oscillation, située à gauche de la verticale ; la réaction verti- 
cale N du plan directeur passera en Ai, à droite du point de con- 
tact géométrique A, à la distance AA, = S de ce dernier point. 

Il est facile de voir, en remarquant que la vitesse du point 

A est nulle, que le mouvement du pendule peut être considéré 

dQ 
comme résultant de la rotation — autour du point 0, et d'une 

dQ 
translation — *• ^ parallèle à Ox. 

Les projections de la vitesse de G sur 0^, O^ étant 

i — COS0 — r -T-? 
fil fit 

— / -r- sinô, 
iii ' 

on a, en vertu du principe du mouvement du centre de gravité, 

- M/sin0 4nr - M/cosÔ ^1 = M^ - N. 

Si l'on remarque que la rotation autour du centre de gra- 

dQ 
vite est -r-j on a, pour l'équation relative au mouvement au- 
tour de ce point, 

MR' ^ = - N(/sin0 -4- $) - T(/cos9 - r), 

d'où, en éliminant N et T au moyen des deux équations pré- 
cédentes. 



(I) 



(R*_+./^H-r')^ =-^/8inÔ 



r/(^acosô^ -smô -ys(g^l^^smB -j 
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Si Ton néglige i^ on peut intégrer cette équation en la multi- 
pliant par d9, et il vient» en appelant 6« la valenr de à l'ori- 
gine de l'oscillation considérée, 

(R'-f-/*-r-r* — ai/cosô) ^ =a^(cosô — cos0,); 

c'est la formule à laquelle Euler est arrivé, et que nous au- 
rions pu poser immédiatement en faisant l'application du 
théorème de Kœnig. La durée d'une demi-oscillation 



1= f 



ô. (R» -f. /» -4- r*— îx/rcosô)' dB 



^igi Jo \/cos6 — cosô, 

ne pourra se calculer que dans le cas où les amplitudes sont 
assez petites pour qu'on puisse négliger les puissances de 6 
supérieures à la seconde, recherche à laquelle nous ne croyons 
pas devoir nous arrêter. 

Si l'on veut tenir compte du frottement de roulement, on 
peut, eu égard à sa faible valeur, réduire à ig le terme qui en 
dépend dans la formule (i), lorsque les oscillations ne dé- 
passent pas certaines limites. 
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NOTE. 
DU CHOC BBS SPHÈRES EN AYANT ÉGARD AU FROTTEMENT. 



i^ Du choc d'une sphère contre un plan. 

Nous supposerons que la sphère est formée de couches homogènes 
concentriques, mais dont la densité peut varier de l'une à l'autre ; son 
centre de gravité coïncidera ainsi avec son centre de figure et tous les 
diamètres seront des axes principaux d'inertie. 

Si, au moment du choc, la sphère est animée d'une rotation autour de 
la normale au point de contact, cette rotation restera constante pendant 
la durée du choc et ne jouera aucun rôle dans l'étude que nous avons à 
faire : nous pouvons donc en faire abstraction ou la supposer nulle. 

Soient 

C la position du centre de la sphère à Tinstant du choc; 

A son point de contact avec le plan; 

Ax la portion de normale commune aux deux corps en ce point, exté- 
rieure au plan ; 

Â^, Az deux axes rectangulaires, perpendiculaires à Ax, dont Torienta- 
tion reste indéteripinée jusqu'à nouvel ordre; 

M la masse de la sphère; 

R son rayon; 

MR'R' son moment d'inertie, par rapport à un diamètre; 

Nj,, N^ ,N, les composantes de la réaction du pian, estimées suivant les 
trois axes Ax, Aj, Az ; 

*'x5 ^r' ^M ®* ^*» ^r» ^» *®^ composantes pareilles de la vitesse de transla* 
tion de la sphère, avant le choc et à un instant quelconque du choc ; 

p, q et P, Q les composantes avant le choc et à un instant quelconque 
du choc de la rotation de la sphère, suivant les parallèles à A^, Az, 
menées par le centre C ; 

f le coefficient du frottement de la sphère avec le plan* 

Nous avons d'abord, comme équations de translation, 



«» 



MÎ^=N 

dt 

d\ 

(0 i«-^=»'r' 



.-A, S 



»9 
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et, en prenant les moments par rapport à A/ et kz, 

\ iU ^ 

En éliminant N^, N, entre les deux dernières des équations (i) et les 
équations (2), puis intégrant, on trouve 

( K'RP-+-V.= const., 
^^' \ K'RQ-V^=const. 

Les composantes suivant Ajr, Az de la vitesse de glissement W sont 



(3) 

On a d'ailleurs 



W, = V. - PR. 



W 

W 
N z= — N f ---^- 



Divisant l'une par Tautre, la deuxième et la troisième des équations (1), 
et ayant égard aux relations (6), on trouve 



r/V^ fiY. 



Vy-hQK V,-PR' 

mais, d'après les formules (a), Q et P s'expriment linéairement et res- 
pectivement en fonction de V^ et V,, de sorte que, en faisant la substi- 
tution et intégrant, on arrive à conclure que le rapport des dénomina- 

W 

teurs ou ^~- est constant ; en d'autres termes, fa direction de la vitesse 

de glissement, par suite celle du frottement, est constante pendant la 

durée du cJioc, 

Faisons maintenant coïncider Taxe des / avec la direction de W, nous 

aurons 

N,= o, W,=ro, 

puis 

V, = const. = p^, P = const. = /?, 

vitesses dont nous pourrons faire abstraction dans ce qui suit. Nous 
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aurons ensuite, en remplaçant N, par N, pour simplifier, N^ par — N/, 

r/V 

(4) { M^ = -N/, 

d'où, par Télimination de N, au moyen de la première de ces équations, 

iit *' (U 

m 

et enfin, en intégrant, 

Oa déduit de là et de ce qui précède 
(6) W = W, = V,+ QR = .v+ Ry -/(i + jp) (V, - pj. 

Supposons maintenant queV^, V^, Q se rapportent à la fin du choc ; le tra- 
vail absorbé par le frottement, pendant la durée de la percussion, est, 
en ayant égard à la première des formules (4) et à Téquation (6), 



(7) 



i -/ fNWrf/ = -M/ fwr/V, 



~M/"(V,-.j[.^.-4-R7-ZiZ^(,+ i.^] 



Le travail des actions mutuelles autres que celles qui donnent lieu au 
frottement a pour expression 



TnV, ^/ = m Tv, rfV 



=m(ILi:^. 



' 'A 



Représentons par a la valeur absolue de la vitesse c^, qui est essentielle- 
ment négative. Si les corps choquants sont complètement dépourvus 
d'élasticité, on a 
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par suite 

et enfin le travail absorbé par le frottement a pour expression 



-M/«[.,-^R,-/^(.-.i,)] 



Si les corps sont parfaitement élastiques, le travail des actions mu- 
tuelles est nul, pendant la durée du choc, dans le système des deux corps 
et dans chacun d'eux considéré isolément, ce qui exige quMl en soit de 
même du travail de N ou que 

or, d*après la première équation (4), on a 

et, comme tous les éléments de l'intégrale de cette formule sont positifs, 
on ne peut pas supposer V, = — <?, de sorte que Ton doit avoir 

Y = a- 
on voit ensuite que 

Si /g, i sont, en valeur absolue, les inclinaisons sur la normale Â^ de la 
vitesse de translation de la sphère, avant et après le choc, on a 

Vy = « tang/, p^ = a tang/^, 

puis 

tangi = tangi; — 2/. 

Cette relation n'est autre chose, aux notations près, que la formule (7) 
du n^ i50, après l'avoir développée. 
Si les corps choquants sont impar&itement élastiques, on exprimera 

M 

que la force vive 7MV* est une fraction déterminée de - p*, ou que V, 
est une fraction connue de a. 

7? Du choc de deux sphères^ en temuU compte du frottement* 

Nous supposerons que chacune des sphères soit constituée de la même 
manière que celle dont nous venons de parler. 



Soient 

C, C les positions au moment du choc des centres de la sphère choquante 

et de la sphère choquée ; 
A leur point de contact ; 
M, M' les masses de ces sphères; 

MK'R', M'R'^R'' leurs moments d'inertie par rapport à un diamètre; 
/ le coefficient de frottement. 

Nous placerons Torigine des coordonnées en un point de la droite CC, 
dont la direction sera prise pour axe des x^ dont la partie positive sera 
dirigée de C vers C ; nous laisserons arbitraire, jusqu'à nouvel ordre, 
Forientation des deux autres axes. Si, avant le choc, les sphères sont ani- 
mées de mouvements de rotation autour de GG', ils resteront uniformes 
pendant la durée du choc et nous pourrons en faire abstraction, parce 
qu'ils n'interviennent en aucune façon dans les équations dont dépendent 
les éléments de la question. 

Soient 

f^, p^, p. les composantes parallèles aux axes Ox, 0/, Oz avant le choc, 

Y^, V^, V, les composantes semblables à un instant quelconque du 

choc de la vitesse de translation de la sphère Ç ; 
/?, 7 les composantes suivant les parallèles en G à Oj, Oz, avant le choc, 

P, Q les composantes semblables pendant le choc de la rotation de la 

sphère autour de son centre. 

Les composantes correspondantes de la vitesse de translation et de la 
rotation de G' seront représentées par les mêmes lettres avec un accent. 

Nous désignerons par N^, N^, N, les composantes de la réaction de C 
sur G' parallèles à Ox, Oj, Oz. 

Nous aurons d'abord les six équations de translation 

M -—i = — N^, M' ' — N 



\ dt *' \ €lt 

d^où Ton déduit les trois intégrales 

MV,-HM'Vl==con8L, 

(a) \ MV^-+-M'\;.=:Const., 

MV, H- M'Y- = const. 



= N., 
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En prenant les moments, par rapport aux parallèles aux axes menées par 
C et C, on trouve 

MK' R' ^ = N. R, ( M' K"R'» — = - N R', 

/ MK'R' ^ =- -N^R, ( M'K"R'"^ = N^R', 

d'où ces deux autres intégrales 

I MK'RP 4-M'K'*R'P'= const., 
^^ ( MK'RQ-+-M'K'»R'Q'=const. 

En éliminant N, et N^ entre les équations (2) et les deux depnières des 
équations (i), on obtient ces deux nouvelles intégrales 

, , ( K*RP-i-V.= const., 

^ ' ( K*RQ-V^=const. 

Les équations (i') et (a') donneraient, de même, 

( K'»R'P'-4-V; = const., 

( K'^R'Q' — V'J,=const.;• 
mais ces intégrales rentrent dans les sept précédentes. Les composantes 
parallèles aux axes des vitesses U, U' des points de C et C en contact 
en À sont 

( U = V H- OR, ( U; r= v; - O'R', 

|U, = V,-PR, ^ ' |u; = V, + P'R'. 

I 

La vitesse relative W des points en contact de (G) et (C), estimée dans 
le plan tangent, en sens inverse de laquelle est dirigée la résultante N^/ 
de N^ et N,, a, par suite, pour composantes 

W,= U,-.u; = V,^v;-4.QR-+-Q'R', 
W, = U, - u: -= V,-V: -PR - P'R', 

et, comme on a 

W W 

on obtient, en divisant l'une par l'autre les deux dernières équations ( i }, 
V^-V; -+. QR H- Q'R' V.-V; - PR- FR'' 
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mais, en se reportant anx intégrales (a), (b), (c), ((/), on voit que V^, 
Q, Q' s'expriment linéairement, au moyen de Y^, et qu'il en est de même 
de Y^ , P, P' ; en faisant ces substitutions, puis Intégrant, on arrive à 

W. 

conclure que le rapport des dénominateurs ou -rr^ est constant; d'où il 

s 

suit que ia vitesse de glissement de Vune des sphères sur Vautre a une 

direction constante ^ pendant toute la durée du choc. 

Plaçons maintenant Oj dans la direction de la vitesse relative de G et 

G' des points en contact estimés dans le plan tangent, au moment où le 

choc a lieu. Nous aurons 

N.= o, W.= o, 

puis 

V, = const., Y5 = const., 

et 

P' = const. , P' = const. , 

d*après la seconde de chacun des systèmes d'équations (i) et (1') et la 
première de chacun des groupes (2), (2'). Remplaçant N^ par N, N^ par 
N/, les équations (i], (1'), (2), (2') se réduisent aux suivantes : 

(4) ^M^ = ~N/, (4') M'^^N/, 

MK»R ^ = ~ N/; f M'K^R' ^ = N/. 

Si Ton porte la valeur de N, tirée de ta première des équations ( 4 ) ou 
(4' ), dans les deux autres, puis que Ton intègre, on trouve 

j v,-.v=../(v,-a j v;-.;=/(v;-./), 

par suite 

lu, = .v+7R + /(i-e^)(V,-.'J, 
(6) I ^ ' 

j u; = ^; + 7'R' -H / (. + ^j { V, - .-J. 

Le travail développé par le frottement a pour expression 
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Eu remplaçant N par sa valeur tirée de la première équation (4), dans la 
première intégrale» et de la première équation (4') pour la seconde, en 
ayant égard aux valeurs (5), on trouve, en intégrant respectivement de 

Î/Jn(d,~u;)^ 

Le travail des actions normales est, en vertu des premières des équa- 
tions (4), (4'), ' 

é 

(8) /N(v,-f- v;),ft = ^ (vi- .1) + ^' [y-J -<>•:), 

et, d'après les mêmes équations, on a 

(g) MV, -+- M'Vj = Me, -4- MV^. 

On voit que tout ce que nous avons dit sur le choc direct des corps 
s'applique ici, en considérant les vitesses normales. Nous renverrons au 
n° 121 pour la détermination de V^, V^, lorsque les corps sont mous, par- 
faitement élastiques, semi-élastiques. 

3^ Du mouvement que prends sous ^influence d'un choc, une sphère 
d*abord en repos, qui s'appuie sur un plan. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que le plan est horizontal et 
nous désignerons par R, M le rayon et la masse de la sphère, et par 
MK^R^ son moment d'inertie, par rapport à un diamètre. 

Nous prendrons pour axe des z la verticale du point de contact A, de 
la sphère avec le plan, et pour axes des x et des jr deux horizontales rec- 
tangulaires, menées par le centre de la sphère. 

L'impulsion / N't//, communiquée à la sphère, peut être représentée 

par MV, V étant la vitesse qu'elle imprimerait au centre de gravité, la 
sphère étant complètement libre ; comme nous ne considérerons que le cas 
où elle ne se sépare pas du plan, nous supposerons nulle la vitesse ver- 
ticale de son centre de gravité. 
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Soient 

f'^, Vy. les composantes, suivant Cj?, C^*, de la vitesse de translation de la 

sphère, après le choc ; 
77, /?, q les composantes, suivant Cjt, G/, G z, de la rotation instantanée ; 
V,, y^, y. tes composantes semblables de la vitesse y ; 
tf, 6, c les coordonnées parallèles à Gj:, Gj, Gzdu point d'application de 



/' 



NW/ = MV; 

/ le coefficient de frottement de la sphère sur le plan. 

La vitesse de glissement W de la sphère sur ce plan a pour compo- 
santes v^— R/?, p^H- R/i, suivant Go?, G/, et l'on a 

L'impulsion normale due à la réaction du plan étant égale à ~My„ il 
vient, en vertu de deux théorèmes connus, 

MK»R»/i = M(y, A - V^c ) + M/V,R '-^^-^^ 

MrRV=M(y,c-v^^)-M/y.îî^:^% 

de la dernière de ces équations on tire* 



7 = 



r T 

7ÏF7* 



R^K 



Pour obtenir les autres éléments du mouvement, nous procéderons par 
approximation, en négligeant le carré de /, ce qui revient à substituer, 
dans les expressions de W et de ses composantes, les valeurs que possé- 
deraient f'^, Vy^ /?, /?, si le frottement n'existait pas, et qui sont 

V, ^ - Vv ^ V r — V « 

ce qui donne 



^-vi^'-'-'^y^''-''^^) 



48 DBUllftlIB PAftTlB. — GHAPITRB 1. 

et enfin on a 

^V / V,A — V r\ 

K« R» /i = V. 6 - V, ^ H- -^^ R (^VV ^ K'R ) ' 

K«RV = V,c---V,«^'Ç5R(v,-XiIg^), 

ce qui résout complètement le problème. 

Les effets de bande, de carambolage et de coup de queue, dans le jeu 
de billard, se rapportent respectivement aux trois questions que nous 
venons de traiter. 
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CHAPITRE XL 

DE LtQUnJBRE INTÉRIEUR ET DES MOUVEMENTS VmRATOIRES 

DES CORPS. 



§ I, — Équations de l'équilibre intérieur d'un corps, 
quelle qu'en soit la nature. 

156. Équilibre du parallélépipède élémentaire, — Nous rap- 
porterons le système matériel à trois plans rectangulaires fixes 
Ox, Oj, Oz. 

La pression rapportée à l'unité de surface, sur un élément 
plan perpendiculaire.à l'un des axes» sera représentée par la 
lettre p portant en indice l'indication de cet axe. Pour dési- 
gner les composantes^ parallèles aux axes, de cette pression, 
nous nous servirons de la même notation en faisant suivre Tin* 
dice de la lettre qui se rapporte à l'axe de projection. Ainsi p^^j 
Pxyy pxM seront les composantes parallèles à 0^, Oj, Oz de 
la pression p, exercée sur un élément perpendiculaire au 
premier de ces axes. Nous rappellerons que, si px, est négatif, 
p» devient ce qu'on appelle une traction; mais il sera plus 
simple de conserver dans tout ce qui suit la dénomination de 
pression, une traction étant considérée comme une pression 
dont la composante normale est négative. 

Concevons maintenant que le corps soit décomposé en 
parallélépipèdes élémentaires par trois séries de plans rectan- 
gulaires parallèles aux plans coordonnés. 

Soient 

a:,x, z les coordonnées du sommet M, le plus voisin de l'ori- 

gincy de l'un de ces parallélépipèdes; 
dx,dy,dz les dimensions de ce parallélépipède parallèles à ces 

axes; 

II. 4 
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a = dydzy b = dzdx, c =■ dxdjr ses faces ayant M pour som- 
met commun, et respectivement perpendiculaires à Ox, 
Oj, Oz; 

p la densité du corps en M, ou celle du parallélépipède con- 
sidéré; 

X, Y, Z les composantes de l'accélération de la résultante des 
forces extérieures qui sollicitent le parallélépipède, y com- 
pris l'inertie s'il y a lieu. 

La face a et son opposée sont soumises respectivement aux 
forces parallèlesàO:c,a/?Tx, — a lp.rx -\- -~ dxj qui se rédui- 
sent à j^ dxdydz\ les faces é et c et leurs parallèles don- 
nent de même, suivant Oxy les composantes 

qui, jointes à la précédente, font équili-bre à pdxdydzX, ce 
qui donne l'équation 

; d/?^, dpy^ r//?,, _ «. 
dx dy dz ' 

et de môme 

dy dx dz ' ' 

\ dz dv dz ^ 

Concevons que, par le centre de gravité du parallélépipède, 
oii passent les directions de /?«*, p^, /?«, X, Y, Z, on mène 
une parallèle à Oz.Les moments, par rapport à cette droite, des 
forces qui sollicitent le parallélépipède se réduisent à ceux 
des composantes des pressions respectivement parallèles à 0^ 
et Oj, relatives k b eia; ce qui donne, en exprimant que leur 
somme est nulle, 

, dr , / dp^^ j\dr dx [ dp^^ \ dr 
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d'où, en remplaçant a et b par leurs valeurs, divisant par 
^ ^ — et ne conservant que les quantités finies, 

et de même 

. . . 

Ainsi donc on peut intervertir Tordre des deux lettres des 
indices des composantesMes pressions. 

Les six équations '(i) et (2) sont insuffisantes pour déter- 
miner les neuf composantes des pressions; il faudra leur en 
ajouter trois autres, définissant la nature du corps, et la fonc- 
tion de Xy y y z ou p^, Pf, p% qui représente la densité. 

Remarque, — Si les composantes tangentielles sont nulles, 
et que la pression soit la même dans toutes les directions par- 
tant du point considéré, comme dans les fluides, il vient^ en 
supprimant les indices devenus inutiles, 

157. Équilibre du tétraèdre élémentaire. — La décomposi- 
tion du corps en éléments parallélépipédiques laissera néces- 
sairement dans la région de la surface des tétraèdres rectan- 
gulaires élémentaires dont l'équilibre non établi exige de 
nouvelles relations. 

Bans ce qui suit, nous supposerons que le tétraèdre puisse 
se trouver tout aussi bien dans Tintérieur du corps que vers 
sa surface. 

Soient 

djc, dy, dz les arêtes rectangulaires du tétraèdre partant du 

sommet M; 
Gt)' la facette inclinée ou base du tétraèdre; 
(Xf (3, y les angles que forme sa normale avec les trois axes Xy 

Oy.Oz; 

4 
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« = cù'cosa, 6 = ek)'cos(3, c=:û)'cosy les faces du tétraèdre 

parallèles aux plans /js, zx, xy\ 
Px^Py^Pz '®s composantes de la pression p' exercée sur w'. 

Les pressions «p,, bpy^ ^p,, et la pression p'tù' prise en 
sens contraire, qui sont du second ordre, font équilibre à 
la résultante des forces extérieures; mais cette résultante 
est de Tordre du volume, c'est-à-dire du troisième, et, par 
conséquent, peut être considérée, comme nulle. On a donc 
en projection sur Taxe des x 

^Pxx -^ bPrx -+- ^Pz^ - ^'Px= O, 



d'où 



(3) 



Px = Px, COS a H- p^^ ces P 4- pL COS7, 

et de même 

Py == Pxy COS a -^- /?^^ cos p -H p^y cosv, 

Pz = Px.COSa H-p^COSf 4- /?„C0S7. 



Telles sont les équations qui lient les composantes de la 
pression p' aux six fonctions distinctes /?,„ /jy^, p„„ px^^ pxzt Prty 
qui vérifient les équations aux différentielles partielles (i). 

Remarque,— La première des formules (3) exprime que la 
composante, suivant 0^,dela pression surco est égale à la pres- 
sion sur a, estimée suivant la normale à co; d'où ce théorème : 

Si p^ etp" sont les pressions relatives â deux éléments w', w" 
passant par un même point, ayant pour normales N' et N", la 
projection de p' sur N" est égale à celle de p" sur N', ou 

autrement 

/?'cos(p', N'') = /?"cos09", N'), 

ce que Ton peut traduire pour abréger par : Vénalité des com- 
posantes normales réciproques. 

158. Ellipsoïde des pressions. — Rapportons aux trois axes 
M^', M/, M^' respectivement parallèles à px^Py^pt le lieu 
géométrique de l'extrémité n de la droite qui représente la 
pression p' pour toutes les orientations de l'élément &>'• 

Soient :r', /', z' les coordonnées du point n. En supposant 
les axes 0^, 0/, Oz transportés parallèlement à eux-mêmes 
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en M, on a 

{a) cos{a/,x)= ^^ cos(/, x) = -^, C08(z',x)=^, 



Pr p. 



d'où 



(4) 



Ps Pr P^ 

et de même 

^ Ps Pr Pz 

\ ' P. Pr'^ Pz 

Il résulte de la comparaison des formules (3) et (4) 

X* y' z* 

(5) cosa= — j cosS=i— , cosv = — > 

P, ^ Pr Pz 

d'où 

pour l'équation du lieu cbercbé, qui est ainsi un ellipsoïde dont 
les pressions correspondant à trois directions rectangulaires 
forment un système de diamètres conjugués. 

Il est facile de voir que la pression sur un élément plan 
au point M, coïncidant avec l'un ou l'autre des trois plans prin- 
cipaux, est normale à cet élément. En effets on a d'abord, en 
considérant successivement ces trois éléments, 

Pi= Plx-^ Ply-^ Plzi Py^Pry-^Prx-^Pyz^ PÎ = PÏz-^ P^-^ Pzj* 

Supposons que Ton choisisse les axesO^r, 0/, Oi; de manière 
que Mx'f Mj', M^' coïncident avec les axes principaux, et 
soient P, P', P'' ce que deviennent p,, p^y p,. Les équations 
précédentes prennent la forme 

('f)'-m"-rf)"-. 



imH^hm 



I. 



(11) 
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En se reportant aux formules (a], et en exprimant que la somme 
des carrés des cosinus des ang>les que forme Ox avec 0;r% 
Oj', O-s' est égale à l'unité, on. a 

1 et de même 
En éliminant /?„> Prrj P»* entre les équations {7) et (8), il vient 

Psx l pi p«2 ) "*" P»Y (pi p«2 ) = <^» 

Supposons P > P' > P'^ la première de ces équations exige 
que pgy=io^ p„== o, et les deux autres que /?,y= o; de sorte 
que Oo;', Oj', Oz' doivent coïncider avec Oxy Oy-y Oz, ce qui 
démontre la proposition énoncée. 

159. Jxes principaux de Vellipsolde, — Proposons-nous 
de déterminer les pressions principales P, P', P" en fonction 
des composantes de p^, pr* p»* On a, par hypothèse, en suppo- 
sant que p' soit P, 

(«) /?]p = Pcosa, /?^ = Pcosp, /?^ = PC0S7, 

et les équations ( 3) deviennent, en éliminant les cosinus, 

IPx [Pss — P) -»- PsrPj ^ PxzPz =0, 
Py (Prr-^) -^PrxPx-^PrzPz = «» 
Pz (p.. - P) -^Ps*Px^Pr.Py =■ o; 

r r 

d'où, par l'élimination des rapports ^ ? ^» 

Pz Pz 

P'~ iPsx-^Prr'^Pj^'-+-{PssPrr-^PxsP»'^PrrP»—P^'-P''^^Pr''^ ^ 

- iPsxPrrP^-^ ^PsrPstPrt-PssPU'-PrrP''-P'*P^^ = ^r 
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équation du troisième degré dont les racines seront lesva^ 
leurs des pressions principales P, P', P'^. Si cette équation 
a des racines négatives, chacune d'elles correspondra à une 
traction. Par la substitution à P de chacune des racines de 
réquation (ii], les formules (lo), où Ton aura préalablement 
remplacé p^^ p'^, p', par les valeurs (a), feront connaître la 
direction de l'axe principal correspondant de rellipsoïde. 

Nous pouvons donc supposer maintenant que cette surface 
soit rapportée à ses axes principaux^ ou qu'elle soit repré- 
sentée par l'équation 

160. Orientation d* un élément plan soumis à une pression 
déterminée. — Proposons-nous maintenant d^obtenir l'équa- 
tion du plan de l'élément to' pour lequel les composantes de 
la pression sont p'^^p'y^ p\, H sufQt pour cela de remarquer 
que ce plan est représenté par 

(i3) xcosa -t-;^cosp -f- ZCOS7 = o; 

que, vu le choix des nouveaux axes, on a par les formules (3) 

/ / / 

Px Py Pz 

(i4) cos3t = -^, cos6=rç7, cos7 = p, 

de sorte que l'équation cherchée est 

r » # 

(ï5) ^-p-i-r^p-t-^ P = o, 

et exprime que le plan tu' est parallèle au plan tangent à la 
surface du second degré 

(i6) ■fr-+-p;-+-p« = =t:K% 



au point où le rayon vecteur r=^ p'= ^p'J -h p* •+■ pj de 
l'ellipsoïde, dirigé suivant p'y vient la rencontrer, ¥J étant une 
quantité positive quelconque. 
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Si Xy y, z sont les coordonnées de rextrémité de la droite 
qui représente p'^ la composante normale de cette force est 

x^ r* z^ 

_ -4- ••— H • 

'^ l*' p" 

Au moyen de celte remarque il est facile d'arriver aux con- 
clusions suivantes. 

Lorsque les valeurs de P, P', P'^ sont de même signe ou 
représentent trois tractions ou trois pressions, la surface (i6) 
est un ellipsoïde dont les axes coïncident en direction avec 
ceux du premier^ et/?' est de même nature que les pressions 
principales. Dans le cas où ces dernières sont égales, les deux 
ellipsoïdes deviennent des sphères; toutes les pressions sont 
égales et normales aux éléments correspondants; c'est ce qui 
a lieu pour les corps isotropes tels que les fluides. 

Lorsque Tune des pressions principales est de signe con- 
traire aux deux autres, la surface (i6) représente deux hyper- 
boloïdes, l'un à une nappe et l'autre à deux nappes. Si te 
rayon vecteur r rencontre le premier, il représente une pres- 
sion de même nature que les deux pressions principales de 
même signe; le contraire a lieu si r rencontre le second 
hyperboloïde. Le passage de la pression de l'une à l'autre 
nature a lieu sur le cône asymptotique 



.r^ r' z^ 



— -I- — I = o 

p ^^ p/ ^^ pw " 

des deux hyperboloïdes. Tout rayon vecteur r coïncidant avec 
une génératrice du cône représente une pression s'exerçant 
suivant le plan tangent correspondant; d'où le nom de cône 
de glissement donné à cette surface. 

161. Cas oà l'une des pressions principales est nulle. — 
Si, par exemple, P'' = o, l'élément plan en M, perpendiculaire 
à Mz, n'est soumis à aucune pression, et de l'égalité des com- 
posantes normales réciproques on déduit que le plan de l'é- 
lément contiendra les pressions exercées sur tous les élé- 
ments superficiels passant par M. 
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z P 

Les expressions équivalentes p^* ^9 dans les équations 

(12) et (16), se présentent sous la forme -; pour en avoir 

la signification il suffit de remonter aux équations (14)9 et 
l'on voit que leur valeur est celle du cosinus de l'angle y que 
forme la normale à l'élément a>' avec l'axe mz. 
La première des équations ci-dessus devient 



x> r» 



(la') pî -+- pr, = sin Y 

et l'on voit que les pressions sur tous les éléments plans de 
même inclinaison y sont les demi-diamètres d'une ellipse dont 
les axes sont proportionnels à siny et respectivement à P, P\ 
L'équation (i5) donne pour celle du plan de l'élément ta' 

(i5') j;-^-Hjrp/-+-3C0S7 = o, 

dont la trace, sur le plan des xy, est tangente à la courbe, dont 
l'équation est 

06') ^+J' = ±k; 

au point où cette courbe est rencontrée par le rayon vecteur 
de l'ellipse (12'), qui représente la pression sur &>'. L'équa- 
tion (f6') est celle d'une ellipse si P, P' sont de même signe, 
et, s'ils sont de signes contraires, de deux hyperboles conju- 
guées dont les asymptotes remplacent le cône de glissement 
du numéro précédent. 

162. Cas oà deux pressions principales sont nulles, — 
P" = o, F=:o. 

Les pressions sont toutes dirigées suivant la même droite 
que P, et, pour obtenir la pression p' sur l'élément dont la 
normale est N', on posera, en vertu du théorème du n® 157, 

f>' = Pcos(P,N'). 

163. Équations d équilibre en coordonnées cylindriques. — 
Concevons que le corps soit divisé en éléments par trois se- 
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ries de surfaces orthogonales : la première composée de cy- 
lindres circulaires ayant le même axe OZ, la deuxième de 
plans perpendiculaires à cet axe, et la troisième de plans pas- 
sant par le même axe. 
Soient [fig. 78) 

Fig. 78. 




z la distance du point C, où un plan CÂÂi de la deuxième sé- 
rie coupe Taxe OZ, à un point Qxe de cet axe ; 

d Tangle que forme un plan quelconque OCA, de la troisième 
série, avec un plan Qxe de celte série ; 

r le rayon CA d'un cylindre de révolution autour de OZ. 

Les grandeurs zfi, r déterminent les trois surfaces et, par 
suite, leur intersection A, dont elles sont les coordonnées. 
Soient de plus 

dQ = ACAi Taccroissement infiniment petit de 0, AAi étant 

l'élément de cercle de rayon r ; 
BB, Tare de cercle de même centre, de rayon r-^- dr, ce qui 

suppose AB = Ai B, = rfr. 

Concevons maintenant un plan C'A'A\, parallèle à CAAi et 
qui en soit distant de CÙ = dz ; nous déterminerons ainsi l'un 
des éléments de volume A A' BBS A Ai BB|, que nous avons à 
considérer et dont la masse est évidemment pdrdzrdO. 
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Soient 

Ar le prolongement de CA; 

A ^ la portion de la perpendiculaire à cette droite, située dans 

le plan CAAi qui rencontre CAi; 
Ati, kti les positions que prennent Ar, A/, en supposant que 

CA tourne de dO ; 
Az la parallèle en A à OZ; 
T, R, Z les composantes suivant Ai, Ar, A z de la résultante 

des forces extérieures qui sollicitent la masse pdrdzrdO; 

P^^ Pm Pi.i il . . . A A A i AA'BB' =drdz: 

rtt^ rtry ruy 1 j^g composantes Suivant A/, Ar, Az | . . , ., _ ^ ' 

PrtiPrr^Pm j dc la prcssioD exercéo sur Ics facBS i ) * *'«« *~ j« , ' 
PuiPzryPziy / l AA,BBj ==r(Bdr\ 

en donnant ainsi de l'extension au système de notations du 
n* 156, ce qui permet d'intervertir l'ordre des lettres des in- 
dices. 

Il est bon de remarquer, avant d'aller plus loin, que, si une 
force F est dirigée suivant A, /,, ses projections sur Ai et Ar, 
en négligeant les termes du deuxième ordre, sont respective- 
ment F et —FdO, et que, si F est dirigé suivant A» r„ ses pro- 
jections sur les méines directions sont FdQ et F. 

Cela posé, sur les faces opposées A A'BB^ Ai A'^ Bi B', s'exer- 
cent respectivement les pressions élémentaires 



drdzp,. suivant A.^ i / _^,,/,,«î|, ^^^^^ ^ 

» Ar; 




, , / dp„ „\ . > qui se réduisent a { r/9 

drdz{p„-^^ciBJ r. A./..( ( ^^^^^^^^^^ 

€iri/zpf^ 

drdzp^^ » Az, 

drdz{p,,-^^^d^y 

Pour les deux autres groupes de faces, les pressions sem* 
blables sont parallèles et chaque couple ne donne qu'une 
seule résultante. 



a9 


» 


Ar, 


— drdzd^p^^ 


» 


A/; 


drdzd^'^^' 
dB 


» 


Az 
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On a ainsi, pour la face AAi A'Â', et son opposée, 

rdSdzp^ j = — drdzdB -^^ 

— dBdz (rp„ H- ^^ dÀ \ l dp\ . ^ 

V'^ dr )\ =^drdzdh\p„^r^\ suivant Ar; 

rd^dzp^ I = - drdzd^ -^ 

— dBdz ( rp^ H- -^^ dr\ \ f dv \ 

\^'^ dr J \ = ^ drdzdB (p^-^ r ^\ n Xt ; 

rdBdzp,, ) =-^drdzd9^!^ 

? dr \\ 

--d^dz (rp^^-^ --^-p^fir] \ f dp \ 

\ ' " dr / ) = - drdzcB U„-h r ^\ » Kz. 

Enfin on trouve facilement, pour le troisième couple de 
faces, 

— - rd^dzdr -^ suivant Az, 
dz 

— rd^dzdr -^ » ' Ar, 
dz 

-^rd^dzdr^ » Ar. 

dz 

Si maintenant, pour chacune des trois directions considé- 
rées, on fait la somme des composantes des pressions élémen- 
taires et de la projection correspondante de la résultante des 
forces extérieures, pour l'égaler à zéro, on trouve, sans diffi- 
culté, pour les équations cherchées, 



• 



Dans le cas d'un fluide, les composantes tangentielles s'an* 
nulant elles pressions normales étant égales, il vient, en sup- 
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primant les indices devenus inutiles, 

\ dz ^ 

Il nous resterait, pour compléter le sujet qui nous occupe, 
à donner les équations de l'équilibre intérieur des corps en 
coordonnées sphériques; mais, ces équations ayant unique- 
ment rapport à certaines questions spéciales, qui sortent du 
domaine de la Mécanique générale, nous nous bornerons à 
renvoyer, pour cet objet, à notre Traité de Mécanique ce- 
lestCy Chapitre X. 

§ II. — Application à la théorie de l'équilibre 

des semi-fluides, 

Ifib. On désigne généralement sous le nom de semi-fluide 
tout ensemble formé de la juxtaposition de corps solides, 
dont les dimensions moyennes sont petites et ne varient des 
unes aux autres qu'entre des limites relativement restreintes; 
le sable de rivière est le type des semi<-fluides. 

Lorsqu'un système semblable sera en équilibre, il ne ten- 
dra à se déplacer que si, en un certain nombre de points de 
contact de ses éléments, les actions mutuelles tangentielles 
atteignent la valeur du frottement de glissement. On peut ad- 
mettre que le coefûcient de ce frottement a sensiblement la 
même valeur d'un point à l'autre de la masse. 

S'il s'agit d'un volume semi-fluide considérable, on peut le 
supposer divisé en parties telles que, tout en renfermant un 
nombre notable de corpuscules, leurs dimensions soient rela- 
tivement assez petites pour que l'on puisse en négliger les 
secondes puissances; de sorte que l'on est ramené, en ce qui 
concerne la recherche des conditions d'équilibre, à substituer 
au semi-fluide une masse continue ayant pour densité sa den- 
sité apparente moyenne; on supposera ensuite que la compo- 
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santé tangentielle de la pression sur un élémenl plan atteint 
son maximum lorsqu'elle est égale au frottement de glisse- 
ment. 

Nous ne considérerons dorénavant que le cas d'un semi- 
fluide soumis à l'action de la pesanteur. 

Si la masse est complètement libre, c'est-à-dire si elle ne 
s'appuie en aucun point contre un obstacle, il faut, pour qu'elle 
soit en équilibre, que le plan tangent, en un point quelconque 
de la surface, fasse avec l'horizon un angle moindre que 
l'angle de frottement; celle inclinaison limite définit ce que 
l'on appelle le talus naturel d'un semi-fluide, c'est-à-dire 
la pente qu'il prend à la suite d'un éboulement. 

Une terre quelconque peut être considérée comme un semi- 
fluide dont les vides entre les corpuscules sont remplis par 
une matière très-divisée qui donne à la masse une certaine 
cohésion, lorsque cette masse ne vient pas d'être fraîchement 
remuée. 

Lorsqu'il s'agit de calculer l'épaisseur que ,doit avoir un 
mur de soutènement, pour résister à la poussée d'une terre, 
il y a avantage, au point de vue de la sécurité, à faire abstrac- 
tion de cette cohésion, puisqu'on trouve alors des épaisseurs 
supérieures à celles qui correspondent au degré de stabilité 
que l'on a en vue d'obtenir. 

Ainsi donc nous sommes conduit à considérer un sable ou 
une terre comme une masse continue qui, lorsque son état 
d'équilibre n'est pas naturel ou qu'il n'existe que par la pré- 
sence de corps extérieurs, tel qu'un mur, est en équilibre 
instable; de sorte que, si l'on considère tous les éléments 
superficiels passant par un point quelconque de la masse, le 
maximum de l'angle formé par la pression sur un élément 
avec sa normale doit être égal à l'angle de frottement. 

Si l'on désigne. par a l'angle de frottement d'une terre, égal à 
l'inclinaison de son talus naturel sur l'horizon, on a 

a = 3o^ pour le gros sable sec ( Audéb); 

a = i6° pour le sable extra-fîn (Audéb); 

a = 36° pour la terre humectée (Morin); 

a = 55*" pour le8 terres les plus fortes et les plus denses (Morin). 



£Q0IUBRB DBS 8BMI-FLUIDB8. 63 

L'angle de frottement a' des terres sur les maçonneries 
est de 

3o degrés pour Targile sèche (Lesbros); 

22 degrés pour l'argile humide et ramollie (Lesbros); 

26 degrés pour la même argile recouverte de grosse grève (Lesbros). 

• 

165. Équilibre d'une masse prismatique. — Considérons 
maintenant une masse de terre de forme prismatique à arêtes 
horizontales, d'une longueur assez grande pour qu'on puisse 
la considérer comme indéfinie, soutenue par un mur. L'équi- 
libre devant, d'après ce que l'on a dit plus haut, être regardé 
comme instable, la masse tend à se déplacer suivant des sur- 
faces cylindriques horizontales, pour chacun des éléments 
desquelles le rapport de la composante tangentielle à la com- 
posante normale de la pression est égal à la tangente de l'angle 
de frottement; au contact du mur, le rapport semblable aura 
également une valeur spéciale qui sera, en général, différente 
de la précédente, d'après ce que l'on a vu au numéro précé- 
dent. 

Nous ferons abstraction des pressions dans les plans perpen- 
diculaires aux arêtes des prismes, ce qui nous ramène à con- 
sidérer tout simplement une section faite par l'un de ces plans. 

Soient [Jig. 79) 

Fig. 79- 




Oxy Oj deux axes rectangulaires tracés dans le plan d'une 
section, en prenant pour origine la trace de l'intersection 
du parement intérieur du mur et du talus; 
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f l'inclinaison de Ox sur l'horizontale OH égale à celle de la 

verticale OV sur 0^; 
a l'angle de frottement du semi-fluide; 
n le poids de l'unité de volume. 

En exprimant qu'un rectangle élémentaire, dont les côtés 
sont parallèles à Ox, Ox» est en équilibre» on obtient les 
équations 

= — Ilsm/, 



= n cosi . 



Cl) I ^ "^^ 



djr dx 



Considérons maintenant un triangle rectangle élémentaire 
dont* les côtés de l'angle droit sont parallèles à Ox, Oy, et 
dont l'hypoténuse fait l'angle avec ce dernier côté; soient 
N, T les composantes normale et tangentielle de la pression 
sur l'hypoténuse. En exprimant que les forces qui sollici- 
tent le triangle se font équilibre, en projection sur les direc- 
tions de N et T, on trouve 

N= (/?,,cos0-+-/?^,sin0)cos0 4- (/?yySinÔ -h/?,^cosO)sinô, 
T= (/?j^8in6 -f-/?,yCOs9)cosO — (/?^^cos9-f-/»^^sinô)sinÔ, 



OU 



M 



i x^ Prr -+- Prr Prr ^ P 



I j. _/_rx /rr ^ / o- ^rr ^Qg^e ^ i^^^e 

\ 2 2 '^'^ ' 

< 

I T ^ - ^" "" ^'' sin 2Q + p^^ 00820. 



Pour trouver les directions des pressions principales, il faut 
supposer T = o, ce qui donne 

(3) tang20..= '^^-^ 



Ps,—P 



rr 



On appelle //gne isostatique une ligne telle, que la pression 
sur chacun de ses éléments est normale à cet élément. Une 
pareille ligne est définie par 

tango. = -^, 
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OU 






et Ton voit que, en chaque point de la niasse, il passe deux 
courbes isostatiques normales entre elles et tangentes aux di- 
rections des pressions principales au même point. 
Si nous posons 



tangx = iî = , ^^ r^ -f^ '. — r, 



IL 

il vient 



Pour exprimer que x est maximum ou minimum, il faut dif- 
férenlier cette équation en y supposant -^ ~ o, ce qui donne 



^P. 



*r 



Or nous avons admis que le maximum de la valeur absolue 

T 

du rapport :j^ doit être égal à tanga; on devra donc supposer 

X = a, ou x = — a, selon le sens de T et nous aurons 



<5) tang(ae±:a) =-^"" 



^r 



'>P 



*r 



L'équation (4) devient, en y faisant 3c=:dra, puis élimi- 
nant au moyen de la formule (5), 

On appelle lignes de glissement celles pour chaque élé- 
ment desquelles la composante tangentielle de la pression 
est égale au frottement de glissement. On obtiendra leur 

dv 
équation différentielle en supposant lang0 = — -y- dans la 

formule (5). Comme à chacun des signes de a correspondent 
deux valeurs de qui diffèrent entre elles de 90 degrés, on 
voit que, en chaque point de la masse, il passe deux sys- 

II. 5 
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tèmes orthogonaux de lignes de glissement. Si l'on désigne 
par 62 la valeur de 9 correspondant à l'une des lignes de glis- 
sement, les équations (3) et (5) donnent 

lang(aôjzha) =— cotaô, = tang(a6,H-9o") ou tàng(aO,H-27o**), 
d'où 

0,-9, = 45** ±2 ou l35":±:î, 
'2 2 

pour les angles sous lelsquels se coupent les lignes de glisse- 
ment de l'un et l'autre système avec les lignes isostatîques. 
On voit ainsi que les lignes de glissement forment deux 
groupes composés chacun de deux lignes appartenant respec- 
tivement à l'un et l'autre système. Les lignes d'un groupe 
forment, avec l'une des bissectrices des angles des diamètres 
principaux de l'ellipse des pressions, et de part et d'autre de 
cette bissectrice, des angles égaut à la moitié de l'angle de frot- 
tement; par suite, dans toute la masse, les courbes isostatiques 
et les courbes de glissement se coupent sous un angle constant. 
Comme l'équation (6) a été établie sans faire aucune hypo- 
thèse sur le choix des axes coordonnés, elle subsiste encore 
lorsque l'on suppose qu'ils sont parallèles aux directions des 
pressions principales; mais alors on a ;?xr = o et par suite 

le rapport^ des pressions principales est donc constant, ou 

Pfjr 

encore toutes les ellipses des pressions sont semblables. 

166. Intégration des équations d'équilibre. — Les équa- 
tions (i) et (6) devront permettre de déterminer les pressions 
inconnues pxzf Pjr^ P*r* ^^^ équations (i) seront satisfaites en 
posant 



Pxx — ^ ' 






(7) </?,. = - njsm/-- 



dxdy 



/?^^=n/cos/-4-^,, 
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F étani une fonction de x^ /, qui serait l'intégrale de Téqua- 
tion aux différentielles partielles obtenue en substituant ces 
valeurs dans la formule (6); mais cette équation, qui est du 
second ordre et du second degré, est trop compliquée pour 
qu'on puisse songer à l'intégrer. 

Quant aux conditions aux limites, elles s'obtiendront en 
exprimant : ï° que N=:o, T = o pour tous les points des 
talus, en faisant ainsi abstraction de la pression atmosphé- 
rique, ce qui revient à considérer N cpmme l'excès, sur cette 
pression, d'une pression intérieure normale; 2® que pour tous 

T 
les points du mur, ^^ est égal à la tangente de l'angle de frot- 
tement a' de la terre sur la maçonnerie. En appelant Q* l'angle 
formé par un élément du parement intérieur du mur avec 0/, 
on a, pour tous les points de ce parement, en vertu des rela- 
tions (2), 



(8) tanga'^ 



^Pxs — Pyr) COS'20'h- 2/?,^Sm'2<9' 



yf rxx \rxx i YT' ^^^ " "rxy 



167. Examen d*un cas particulier, — Supposons mainte- 
nant que le profil du talus soit rectiligne, que l'on prenne 
sa direction pour axe des x et que le profil du parement inté- 
rieur du mur soit également rectiligne, ou que Q' soit con- 
stant; supposons de plus que cet angle ait une valeur telle, 
sauf à la déterminer ultérieurement, que les pressions soient 
des fonctions de y seulement. Les équations (1) donnent 

(9) Pyr=' njcosi, 

et, en substituant ces valeurs dans l'équation (6), on trouve 

(10) /?^,= n/{a/z — cos/), 



en posant 

f 


n 


/ces/ 
Vcosa \ 






(n) 


/cos'/ ^ ^ 
J COS'a ; 


' COSa' 



et, rejetant le signe + du radical, pour lequel n, par suite /7x4» 
serait infini pour a==9oS tandis que la limite de n, en prenant 

5. 
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l'autre signe, est : ; on a, par suite, 

° 2C0S/ ' *^ 

N = Ujr[n — (cosi — /i)cos26— sin/sinaQ], 
T= nj[(co8/ — «)sina0 — sin/cos2Ô], 

et pour le parement du mur 

, (cosi — /i)sin2 6' — sin/cosaô' 

tanga'= ■—, : • 0--^. r— :— ; r-,) 

^ /« — (cos/ — /î) COS20 — sini sinaO 
équation qui fera connaître l'angle ô'. On a aussi 

- sin/ 
tangue, = : , 

et les lignes isostatiques de chaque système sont droites et 
parallèles. 

Les lignes de glissement sont également droites et leurs in- 
clinaisons 6 sur Ojsont données par 

/ fi _._ \ cos / — « 

Dans tous les autres cas, les lignes de glissement ne seront 
pas droites, comme on le suppose à priori, dans la théorie 
ordinaire de la poussée des terres. 
Ces différentes considérations sont dues à M. Maurice Levy. 

§ III. — De Véquilibre d'élasticité des corps homogènes. 

168. Nous nous bornerons à exposer dans ce paragraphe les 
éléments de la théorie mathématique de l'élasticité, qui sont 
strictement nécessaires pour justifier, au moins dans certaines 
limites, les hypothèses à priori sur la traction, la flexion et la 
torsion des prismes, qui servent de base à la théorie usuelle 
de la résistance des matériaux, dont nous aurons ensuite à 
nous occuper. 

* 

169. De l'élasticité. — Lorsqu'un corps solide est soumis 
à l'action de forces extérieures, ses molécules entrent en mou- 
vement; il se déforme successivement, jusqu'au moment où 



EQUILIBRE B'fiLASTIGITÉ BBS CORPS HOMOGÈNES. 6g 

l'équilibre se rétablit entre les forces moléculaires, modifiées 
par la variation des intervalles des molécules et les forces ex- 
térieures. 

Si les intensités de ces dernières forces ne dépassent pas 
une certaine limite, dès que leur action vient à cesser, le 
corps reprend sa forme primitive, à la suite d'une série de vi- 
brations exécutées par ses molécules. 

Cette propriété des corps de reprendre, après avoir été dé- 
formés, leur forme primitive, dès que la cause qui avait donné 
lieu à la déformation a disparu, est ce que Ton appelle VélaS" 
ticité. 

Tous les corps solides sont élastiques, dans certaines li- 
mites variables avec leur nature; mais, en général, cette pro- 
priété ne subsiste que pour des déformations très-petites par 
rapport aux dimensions des corps ou encore pour des écarte- 
ments des molécules très-faibles par rapport à leurs distances 
primitives; c'est ce que nous admettrons dans tout ce qui suit. 

De ce que la constitution des cerps se modifie pour des dé- 
placements très-petits de leurs molécules, il faut conclure que 
la fonction /( r) de la dislance de deux molécules, dont dépend 
leur action mutuelle, décroît très-rapidement lorsque r aug- 
mente, et devient insensible dès que cette distance atteint 
une limite r,, très-petite d'ailleurs. 

11 résulte de là que les actions exercées sur une molécule 
intérieure m d'un corps par toutes les autres se réduisent 
à celles qui proviennent des molécules situées dans la sphère 
d'activité de cette molécule, dont r, est le rayon. 

Tout ce qui précède n'est que le développement d'une par- 
tie des considérations générales exposées au n** 30. 

Nous ne nous occuperons, dans ce qui suit, que des corps 
qui, à l'état naturel, c'est-à-dire soustraits à l'action de toute 
force extérieure, sont homogènes dans toutes leurs parties. 

170. Sommes qui représentent les composantes de la près-- 
sion. — Soient 

&> un élément plan, pris d'ans l'Intérieur d'un corps solide, sup- 
posé parallèle au plan xOx et sur la face inférieure duquel 
nous nous proposons de déterminer la pression pcù; 
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G le centre de gravité de u ; 

r la distance de deux molécules de masses m', m^, situées Tune 

dessus^ Tautre au-dessous de cù, sur une droite qui traverse 

Taire de cel élément; 
f[r) la fonction de la distance dont dépend l'action muluelle 

m! m"f(ry^ supposée attractive pour fixer les idées, des deux 

molécules m' et m". 

Nous conserverons d'ailleurs les notations du § I. 

Pour déterminer la résultante p(ù de toutes les actions des 
molécules situées au-dessous de (u sur celles qui sont situées 
au-dessus, telles que m'm''f( r), on peut d'abord faire la somme 
de toutes les actions exercées par toutes les molécules wf si- 
tuées au-dessous de w sur celles m! situées au-dessus, et pour 
lesquelles la distance r reste constante en grandeur et en direc- 
tion. Or, les molécules m" formant un cylindre oblique, ayant 
pour base u et pour génératrice une parallèle à r, leur masse 
totale est 

p«FC08{r, z). 

D'un autre côté, puisque le corps est homogène, les masses 
m' sont équivalentes; la somme dont il s'agit se réduit ainsi à 

m' p« r/( r ) cos (r, z ), 

et sa composante parallèle aux x 

m'p<àrf( r) cos ( r, z) cos (r, ^ ) ; 
par suite 

p„= p som/wV/(r) cos(r, z) cos (r, a:), 

le signe som s'étendant à toutes les molécules m' supé- 
rieures à ek) et à toutes les valeurs de r pour lesquelles la fonc- 
tion /(r) ne devient pas insensible; mais cette somme est la 
moitié de la somme pareille relative à toutes les molécules m 
situées autour de G et à la distance r du même point, à la 
condition que les angles seront ceux qui seront formés par 
les portions des directions des rayons situés au-dessus de <ù. 
II vient donc, en donnant au symbole som cette nouvelle 
signification, 

/?„ = p^, = ip 8om./wr/(r) cos(r, z) C08(r, «), 
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et de même 

/^»r = A. = îP 80m»ir/(r) cos(r, a) cp8(r, 7), 
/'«= ip sommrf(r) cos'(r, z), 

171. Expressions des composantes de la pression en fonc- 
tion des déplacements, — Nous supposerons dans ce qui suit, 
en vertu de l'observation faite au n*» 169, que les déplace- 
ments relatifs des molécules, et par suite leurs dérivées par- 
lielles relatives aux coordonnées, soient assez petits pour que 
Ton puisse négliger les termes qui renferment leurs puissances 
supérieures à la première ou leurs produits. 

Soient^, /, zles coordonnées primitives du centre de gra- 
vité G de w; j; + A, /•+• A", z -f- / celles d'une molécule quel- 
conque située dans la sphère d'activité de G. 

On a 

cos(r, 0:)--=-, C08(r,j) = -, cos(r, z) =:= -, 
flr) 

et, en posant *^-^-^ — <p(r), les expressions ci-dessus pourront 
s'écrire ainsi : 

p':^ = ^sommff{r)lh, ply=^sommrf[r)l/i, /'L = ^ som/»(p(r)/S 

Tindice supérieur o étant relatif à l'état naturel du corps. 

Supposons que le corps subisse une très-faible déforma- 
tion. Soient d la caractéristique de la variation de r, h, A*, /, p; 
Uf Vy w les projections, sur les trois axes, du déplacement 
de G. Le rayon de la sphère d'activité de ce dernier point 
étant très-petit, les dérivées partielles de m, Vy w, par rap- 
port à Xy j, Zy pourront être considérées comme constantes 
dans toute son étendue; d'ailleurs ce sont des quantités du 
même ordre que u, c, w et dont on peut ainsi négliger les 
secondes puissances. 

On se rappellera (67) que 

(.__ du dv (1w 
~~ dx dy dz 

est la dilatation cubique au point considéré. 
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La nouvelle densité, après la déformalion, sera 

et on pourra la laisser en facteur commun devant les signes 
som. 

On aura donc pour les composantes de la pression, après la 
déformation, 

/ /?a^=yp[som/W(j)(r)/A-h80mOTç'(r)/A^r 

-f- som/w ç(r j (/^A -h A^/)] -+ j^p som/w(j) (r) M, 

(*) { -hsOïùm(f(r)(lSA'\-A-Si)]'i-^Spsommff(r)iA-j 

/?„ = 7p[som/w(j> (r) /' -H somm(p'(r) /*^/- 

-f- usom m (f{r)l SI] -+- -? somiw<p(r)/*. 

Remarque. — Ces formules, ainsi que toutes celles qui pré- 
cèdent, ne supposent pas nécessairement que le corps est iso- 
trope autour de m, mais bien que l'élément (ù sépare deux 
masses isotropes, dont l'isotropie peut être différente, p étant 
la densité de la masse inférieure. 

Revenons au sujet qui nous occupe; Sh, par exemple, 
n'étant autre chose que l'accroissement que prend u, quand 
on y remplace x, y\ z par 7 -h A, a: -f- /r, z -f- /, on a, en né- 
gligeant les termes du second ordre, 

'' ., du . du , du , 



et de même 

.. dv , dv . dv , 

dx df dz 

^ dx djr dz 



et enfm 

. hSh-i-kSk-hlSl iVj^du ,^dv „dw ,,fdu dv\ 

$r = "=-1^^ :r-^^ zr-^^ -j-'^^^'\zr-^T-) 

r r\^dx djr dz \df dx) 

-«(s-ê)-«(S-f)} 
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valeurs qu'il faudra substituer dans les expressions ci-dessus 
en mettant en facteur commun les dérivées partielles de u, v^ w. 
Les résultats de ces substitutions se simplifient beaucoup, 
si l'on remarque : i®que> en raison de la symétrie» les som 
renfermant A, ky l, à une puissance impaire sont nulles; 2<*quey 
les corps avant la déformation n'étant sollicités par aucune 
force 9 la constante qui représente la pression initiale est 
nulle, ou autrement que 

3** que Ton néglige les termes du deuxième ordre en -7- » 

c/f dw du 

-j- > TT— ' -i- 5 • • • et, en posant 
ax d.v df 

' sora m ^^ A»/* = som m "^ hH' = som m "^ PP -- - - f*, 
/• /• r p ' 

somy// ^-^--^ h* = som m ■ X* = som m ^-^— ' P — v , 

r r r p 



on trouve 



/ ffu dtv\ 






\ I du dv dw\ , , dw 

\p^=-^^\d.^dx^irz)-^''-^^iir 

Mais on a entre v et fx la même relation qu'entre les coeffi- 
cients B et C au n" 67, ou 

relation résultant de ce que les valeurs de v et fx sont indé- 
pendantes du choix des coordonnées; on a donc par suite 

/ 



\ 



(du dw\ 

(dv dw\ 

fdu dv ^ dw\ 
P'- = -^\lii^Ty^^-di) 
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Par de simples permutations de lettres, on déduira facile- 
ment de ces formules les expressions de p,,, p^^ pxj, /V« (')* 

172. Interprétation géométrique. — Portons à partir de G 
sur la normale à l'élément u, censé parallèle au plan j; Qu'avant 
la déformation, la longueur infiniment petite Gn=l {Jig. 86). 

Après la déformation, G arrive en G^ ayant pour coordonnées 

x-T- Uf y-^v, 3 -h (v; celles de la nouvelle position^»' du point 

du , dv . , dw , 

n seront x-^u-h-pt, jr'^v-^-r-hZ'hl-hw^--r-l. 



dz 



dz 



dz 



Fig. 8o. 




N" « 




X 



Transportons parallèlement à elles-mêmes, à l'origine en 
On,, On',, les longueurs Gn, G'n'. Les coordonnées de n\ 



(*) Les équations du n<> 67, qui s'appliquent aux mouvements Tibratoires des 
corps élastiques, renferment deux coefficients, tandis qu'ici nous n'en intro- 
duisons qu'un ; cela tient à ce que nous Tenons de supposer que la pression 
est nulle dans le corps à l'état naturel, ce qui n'a pas lieu pour les fluides. 

Mais si, dans le numéro précité, on exprime que la pression du corps à 
l'état naturel est nulle ou que A=:o, on trouve ils=/ui, ce qui est l'équivalent 
de la relation y=:3/ui à laquelle nous venons d'arriver, et qui a été vérifiée par 
M. KirchhofT, en opérant sur des barres d'acier trempé et par M. Cornu {Comptes 
rendus de V Académie des Sciences , séance du 3 août 1869), en faisant fléchir 
des barres de cristal. Gagniard-Latour (Poncelet, Introduction à la Mécanique 
industrielle, 3® édition, p. 807 ) est arrivé au même résultat en observant la 
contraction de fils de fer soumis à des efforts de traction. 

Gomme les métaux ne sont pas réellement isotropes, qu'ils sont généralement 
fibreux on cristallins, l'égalité 3 v = /a n'est pas exactement satisfaite, mais les 
écarts ne sont pas considérables. 



fiQDILIBHB d'élasticité DBS C0KP8 HOMOGÈNES. 'jS 

parallèles à 0^, Oy, Oz seront 

V*.) x.= ^/, jr,= ^^l, ^. = /+^/. 

L'angle 7i|0/i'| étant supposé très-petit, On\ ne diffère de Zt 
que d'une quantité du second ordre, de sorte que l'on a 

0«'.-0«. = g/, 
d'où 

On", — 0«, dw 

Cette augmentation relative de la distance G/i est ce que nous 
appellerons la dilatation du corps suivant la normale à (u; nous 
la représenterons par d,» et nous écrirons de la même manière 

Soient 0? -t- A, /+ Arles coordonnées d'un point de l'élément w 
avant la déformation ; après, ces coordonnées sont devenues 

, du , du , 

x-hn-^U'+'-T-n-h-r^'j 
dx dy ' 

, dv . dv , 

dx dy ^ 

div , dw , 
dx dx 

En transportant parallèlement à lui-même l'élément déformé ai 
à l'origine, les coordonnées de celui de ses points que l'on 
considère sont devenues 

, du , du , 
x=A-h -7-A-+--7-A-, 
dx dy 

^ dw , dw . 

et l'on a, par l'élimination de h et Ar, en négligeant les termes 
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du second ordre, pour l'équation du plan auquel appartient a>'» 

, . ^ dw dw 

<^) '^' = d^''^-dy''' 

Soit ON" la parallèle en à la normale O/i" à w'; si Ton prend 
sur cette direction, à partir de l'origine, 0N"=: i, les coordon- 
nées du point N"^ sont les cosinus des angles de la normale au 
plan représenté par l'équation (e), et ont pour valeurs 

d\^* dw 

Si nous portons également à partir de 0, sur la direction de On\ , 
la longueur ON' = i, d'après les formules (ô), les coordonnées 
du point N' seront 

du dv 

""-^dz' ^'^='dz 

L'arc N'N'', qui mesure l'angle de la normale déformée avec 
la normale à l'élément déformé, est ce que l'on appelle le glis- 
sement suivant u. 

Si Ton désigne ce glissement par y„ pour indiquer que w-est 
perpendiculaire à Oz, et si, pour représenter sa projection sur 
un axe, on fait suivre l'indice de la lettre qui caractérise cet 
axe, on a 

di\' du 
''" - ' dx ^ r/z' 

dit' di> 

Les formules (2) peuvent alors s'écrire ainsi 

(4) \p.r = -nzry 

et la dilatation cubique 



al 



et cette dilatation est ainsi égale à la somme des dilatations 
linéaires estimées suivant trois axes rectangulaires. 
Supposons que l'on veuille exprimer les déplacements en 
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fonction des composantes des pressions^ on reconnaît facile- 
ment que l'on a 







173. Équations d'élasticité des solides homogènes, — En 
substituant dans les équations (i) du n° 156 les expressions 
(2) des pressions relatives à l'axe Oz, et celles qui en dérivent 
pour les deux autres axes, et continuant à représenter par 6 
la dilatation cubique, on trouvera 

d^u d^ n p __ 
djr dz^ p. ' 

I •• ' ■■ d^o d^v „ 

d^w d^iv p 



dx 


d-'H 

dx^ 


dfi 
dy 


d^o 
dx'' 


d9 
""dz-^ 


d-'w 
dx^ 



df dz^ 



-h^Z =0, 



pour les équations aux différentielles partielles qui donneront 
«, i', w en fonction des coordonnées. Si X, Y, Z sont des fonc- 
tions des coordonnées, on les estimera, vu la petitesse des 
déplacements, comme si le corps n'avait pas éprouvé de dé- 
formation. Les équations relatives à la surface, auxquelles 
doivent satisfaire les intégrales des précédentes, seront données 
par les formules (3) du n® 157, en supposant que/?'^, /?'^, 71'^ 
soient des fonctions données des coordonnées des points de 
la surface elle-même définie par une équation 8 = 0. 
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Les équations (6} donnent celles des mouvements vibra- 
loires, en y remplaçant respectivement X, Y, Z par X — -3—» 



(B d^n d^n d^u 
2 



2 



dx da? dy^ dz^ 

fB d^v d'^u d^v ù /., d 



dy dx' df dz^ 
dB d^(v d'^ix' d^(v 



2 



dz dx^ dz' djr 



î {- -w) = «■ 



Si l'on ajoute ces équations^ après les avoir différentîées res- 
pectivement par rapport à ^, j, z, on trouve 

d^Q o /d^O d'Q d^B\ /dX dY dZ\ 

(6) P'dF = ^^\dP-^:^'^d?)-^^\l^^-^x'^-Tzy 

Si le corps n'est sollicité par aucune force extérieure, s'il est 
soumis à l'action de forces constantes en grandeur et en direc- 
tion, ou, en général, à des forces satisfaisant à l'équation 

dX dY dZ 

comme cela a lieu pour les attractions ou répulsions émanant 
d'un centre fixe, l'équation (6') se réduit à la suivante : 

d^_3ji/fM rm d^\ 
dt^ " ~f \dx^ '^ df^ dz^J ' 

ce qui n'est autre chose, à la notation près pour le coefG- 
cient constant, que l'équation à laquelle nous sommes arrivé 
à la fin du n<»67. 

174. Extension d'un prisme. — Considérons un cylindre 
homogène, fixé par une extrémité et uniquement soumis à 
l'action d'une traction uniformément répartie sur la base 
opposée. Nous ferons coïncider le plan des xy avec celui de 
la base fixe. 

Soit Q TefTort total de traction exercé sur la base fixe dont 
l'aire est représentée par û. 
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En se reportant au n° 157, on a pour la sarface latérale 
y = 90», (3 = 90® — a, et comme la pression est nulle sur cette 
surface, on doit satisfaire aux conditions 

p,^ cosa -+- p^ySinx = o, 
Py^cosoL-hpyySinot^Oj 
p^ cos« -4- p^y sina = o. 

Les conditions relatives à la base libre sont 



on satisfera à ces conditions, ainsi qu'aux équations (i) du 
n** 156, en posant 

(/^x*=Oi PrT=^^ Psr=^y Px,= 0, Py,= 0, 

(7) ' Q 



d'où, en se reportant au n"* 172, 



On tire de là 



(8) 



Prr=^-i^{^s-^^.-^K)=0, 






5 ^A 



La dilatation ô,= -7- étant constante, il en est de même du 

az 

rapport — ? que l'on peut dès lors prendre égal à celui de l'ai- 

longement X du prisme à sa longueur /, ou à Vallongement 
relatif Am prisme; nous aurons donc 
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On donne le nom de coefficient d'élasticité au facteur 

(9) E=|p, 

qui représente la charge par unité de surface qu'il faudrait 
faire supporter au prisme pour doubler sa longueur si la ma- 
tière jouissait de propriétés élastiques suffisamment étendues. 
Ainsi donc nous poserons 

(10) Q = Ea-^, 

en nous rappelant que le coefficient de glissement fx est les 
\ du coefflcient d'élasticité. 

D'après la première des équations (8), les sections droites du 
prisme éprouvent dans deux directions rectangulaires quel- 
conques, par suite dans toutes les directions, une contraction 
linéaire égale au quart de la dilatation longitudinale'; la dilata- 
tion cubique est, par suite moitié de cette dernière. Cagniard- 
Latour est arrivé aux mêmes résultats par l'expérience, ainsi 
que nous l'avons fait observer dans la note du n"" 171. 

Si, au lieu d'une traction sur la base, il y avait une com- 
pression, tout ce qui précède subsisterait encore, en rempla- 
çant l'expression de dilatation par celle de contraction, et in- 
versement. 

175. Torsion d'un cylindre circulaire. — Supposons qu'un 
cylindre droit soit fixé par une de ses extrémités, qu'il soit 
sollicité, vers l'autre, par un couple perpendiculaire à son axe, 
qui lui fera subir une torsion. 

Soient 

le centré de la section maintenue fixe; 

Ox, j deux axes rectangulaires, tracés dans le plan de cette 

section ; 
Oz l'axe du cylindre. 

Supposons que, entre la section en un point A de Oz et le 
plan xOy, le cylindre ne soit soumis à l'action d'aucune force 
extérieure et proposons-nous de déterminer la déformation 
de cette partie du cylindre. 
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Comme au numéro précédent, les conditions relatives à la 
surface latérale du cylindre seront , 



/^xx 


COSa-i- 


PxT 


sma 




0, 


P^y 


COSa -f- 


Pyy 


sina 


— 


0, 


Prz 


COSa-h 


Py* 


sina 


= 


o. 



Les deux premières de ces conditions seront satisfaites si, 
dans toute la masse, on a 

(II) /^xx=0) Pyy = ^^ Psr=Oy 

ce que nous admettrons, sauf à vérifier ultérieurement s'il 
peut en être ainsi. La troisième condition, qui peut se mettre 
sous la forme 

^Pj.z-^XPy.= ^^ 

sera encore satisfaite, si elle Test pour tous les points du cy- 
lindre, et est vérifiée par 

(12) Pxz=P®r, Pr. = — l^®^' 

étant une constante. 

On reconnaît facilement que les valeurs (ii) et (12), en y 
joignant la relation 

(i3) Az=o, 

satisfont aux équations d'équilibre intérieur (1) du n® 156. 

D'après le n° 171, les équations (11), (12), (i3) conduisent 
aux suivantes : 

dp dw du _ 

dy dz dx ^ 

du d(v o^^_ 
dx dz dy~'' 

du dç ^ dw _ 
dx dy dz ^ 

du dv ^ 
dy dx ' 

du dw ^ 

= 0j, 



(i4) 



dz dx 



dif div 

\ -T -^ -r = — ®X- 
I dz dy 



II. 
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Des trois premières on déduit 

, ^^ • du dv ' div 

les trois suivantes sont vérifiées par 

du dv __ 
dy dx~^ ^ 

' dw dw 

du ^ 

En vertu des relations (i5) et {i6), tv doit être constant et, 
par suite, nul, comme au point 0; a est indépendant de x et 
V de y. La première des équations (i6) et les équations (17) 
sont ensuite satisfaites par 



Si Ton désigne par r = ^x^-\-y^ la distance à Taxe du point 
d'une section quelconque ayant pour coordonnées x, y, et par 
U le déplacement de ce point, on a 



(18) \J = y/u'-ht^^= 0rz, 

et ce déplacement est perpendiculaire au rayon r; on voit 
ainsi que toutes les génératrices du cylindre de rayon r sont 
devenues des hélices, qui font, avec Taxe Oz, l'angle de glis- 
sement 0r. La pression totale, ou la résultante de px$, pyt» est 

(19) /> = f*0'-, 

et sa direction coïncide avec celle de U. 
Soient 

d(ù un élément superficiel d'une section de la partie OA du 

cylindre, 
R le rayon du cylindre, 
OIL le moment du couple extérieur. 

En exprimant que la portion du prisme comprise entre H 
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et Textrémité libre du cylindre est en équilibre autour de 
l'axe de OZ, on a 

,3ÏL= I pd(ùr = ii& j r^dt^j 
OU 

R* 
(20) 3TL = tt07r~. 

Pour que Téquation (i8) fût applicable d'un bout à l'autre 
du cylindre, il faudrait que le couple fût dû à des forces per- 
pendiculaires aux rayons et réparties sur la base libre propor- 
tionnellement à ces rayons ; mais il est inutile de faire cette 
restriction, car l'expérience montre que, à de- très-petites dis- 
tances des points d'application des forces extérieures, les effets 
de torsion deviennent indépendants du mode de distribution 
des forces et ne dépendent, en définitive, que de la grandeur 
du couple de torsion. 

176. Flexion d'un prisme. — Considérons un prisme ou un 
cylindre, dont la section droite ait un axe de symétrie ; tous 
les axes semblables détermineront un plan de symétrie. 

Supposons que, sous l'action de forces extérieures, le 
prisme, fixé par une extrémité, se déforme de manière que 
toutes les droites matérielles parallèles aux arêtes, dans les- 
quelles on peut le supposer décomposé, deviennent des 
courbes situées dans des plans parallèle^ au plan de symétrie; 
nous dirons que le prisme s'est infléchi ou a éprouvé une 
Jlexion parallèlement à la direction de ce plan. 

Pour abréger, nous désignerons, sous le nom de ligne 
moyenne, le lieu géométrique des centres de gravité de toutes 
les sections. 

Soient (/g". 8i) 

O un point de la ligne moyenne déformée OA, 
Ox la tangente et Qy la normale en ce point, 
Oz la perpendiculaire en au plan xQy. 

Supposons qu'une portion du prisme, comprise entre les 
sections transversales en et un certain point A, ne soit sou- 
mise à l'action d'aucune force extérieure et proposons-nous 

6. 
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d'étudier les propriétés des forces élastiques développées 
dans une section droite de cette portion, dont le centre de 
gravité G ait x pour abscisse. 




La pression sur un élément du périmètre de la section droite 
étant nulle, on a, en faisant a = 90®, y = 90*»— ^ dans les for- 
mules (3) dun^ 157, pour les conditions relatives au périmètre 
d'une section, 

( /?y.cos0-h;?„sinp =0. 

Nous satisferons aux deux dernières de ces conditions, en 
supposant que, dans toute la section, on a 

(0 Ptt^^^^ /^«=o» /'rz=^> 

sauf à vérifier ultérieurement si cette hypothèse est admis- 
sible. Là seule condition à remplir, relative au périmètre de la 
section, sera * 





t 


angp = 


Prr 

) 

Prz 






ou 












(^) 




dz 
djr "■ 


Ps., 

P^r 






Les trois équations d'équilibre entre les 


pressions 


intérieures 


deviennent alors 














[dp., 
1 dx 


dp, y 

djr 


. dp,, _ 
^ dz 


0, 




(^) 


\ dx 
\dp,.^ 


= 0, 




- 


• 



dx 
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Les deux premières des équations (i) donnent 

d'où 

(3) ^^=J, = _^ 

et 

(4) /^« = -|f*^x = -E^,. 

Proposons-nous de déterminer les conditions que doit rem- 
plir le prisme, pour que dx soit de la forme 

^,= A,-hA.j, 

Ao et Al étant des constantes* 

En appelant dco un élément de la section droite 12 du prisme, 
le moment dans le sens de la flexion, par rapport à la paral- 
lèle Gz' k Oz, menée par le .point 6, des pressions élémen- 
taires normales à la section au même point, est 

- fpssf^^ = E (^KJyd^ -^ Kffà^ = EA, I, 

I étant le moment d'inertie de la section par rapport à Gz' . 

Or A, n'est autre chose que la valeur de -j-^ = j , pour 

^ dy dxdy ^ 

yr=zo et, comme la deuxième des équations (2) équivaut à la 

suivante : 

d f du ^^\ _ 
dx\dy dxj ~~ ' 

on a, en admettant que l'indice o se rapporte à j= o, 

mais (^— j I est l'inverse du rayon de courbure p en G de la 

I dv\'* 
courbe OA, en négligeant toutefois ( ^ | devant l'unité. On 

a donc 
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ce moment, ajouté au moment DïL, par rapport à Gz', des 
forces extérieures qui agissent sur le prisme au delà de A» 
devant donner un résultat nul, on obtient enfin 

(5) — = DTL. 

P 

En remarquant que A. n'est autre chose que la dilatation de 
Taxe de la pièce en G, on a 

(6) ^,= ^.-^A,jr=^.-:r, 

d'où 

(7) Pss = -^{^.-^)' 

La résultante de toutes les pressions /!«« dcù sera 



fp^.dt^^-EaS,. 



Cette résultante devant être égale et contraire à celle Q des 
forces extérieures, estimées suivant Ox, qui agissent sur la 
pièce au delà de A, par rapport à G, on a 

(8) Q = Ea^,. 

I^ formules (5) et (8) sont celles auxquelles on arrive pour 
la flexion des prismes, dans la théorie de la résistance des ma- 
tériaux, en partant de certaines hypothèses à priori, comme 
nous le verrons plus loin. 

Il nous reste maintenant à voir s'il est possible de satisfaire 
aux conditions que nous avons supposées remplies dès le dé- 
but. Nous ne considérerons que le cas le plus usuel où les 
forces extérieures agissent dans le plan xOy et sont con-- 
stantes, en évaluant le moment DïL comme s'il n'y avait pas 
de déformation; nous admettrons de plus que la direction 
de la force Q rencontre OA, de telle sorte qu'on puisse né- 
gliger son moment, qui est de Tordre de i^. Si P est la résultante 
des forces estimées parallèlement à l'axe des j^ et a la distance 
de son point d'application à l'origine 0, on a 311/ = P (a — x). 
Lorsque les forces se réduisent à un couple, SfïL est constant. 
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en sorte que nous sommes conduit à poser01l; = EI(aa;-f-P), 
a et p étant des constantes, dont la première est nulle dans 
le cas d'un couple; la dilatation d., donnée par la formule (8), 
est également une constante. 
Les équations (5) et (6) peuvent s'écrire ainsi : 

(6') J = *.-r(«* + P). 

d'où 

(9) « = ^[*.-r('^ + p)]+ /(/.'). 

/étant une fonction de y^ z seulement, que l'on doit pou- 
voir déterminer. 
La double équation (3) revient aux suivantes : 



dç I du 


dw I du 


dy~~ ^ dx 


dz ~~ ^ dx 



d'où, en ayant égard à la valeur (6'), 

«'=- ~[^,- j(aXH- ?)]-H^K^,r)» 

4 

9 et i); étant deux nouvelles fonctions inconnues; mais la 
deuxième doit être nulle ; car, en raison de la symétrie, w 
doit seulement changer de signe avec z^ en conservant la 
même valeur absolue. 
La troisième des équations (i) peut se mettre sous la forme 

dv dw _ 
dz df ~ ^ 

et, en y substituant les valeurs (lo) et supposant ^^o, on 
trouve 

doix, z) z , ., 
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d'où 



X(^) étant une nouvelle fonction. On a donc 
(10') { 4L a J » 

Si Ton substitue la valeur ci-dessus de i^, dans la condition (5'), 
on trouve 

d'où' 



+ p) H- /wx-f- n, 



m ei n étant des constantes, de sorte que Ton a 



mx-^-n. 



La première des équations (2), en.ayant égard à Téquation (4), 
peut se mettre sous la forme 

_ cPu il /du dv\ d fdu dw\ _ 

dx^ dy\dy dx ) ^ dz\dz dxj ~~ ' 

eny substituant les valeurs {9), (10'), (10'') et se rappelant que 
/x =r |E, on trouve 

d^f[y,z) d'f(x,z) 

d'où 



F et G étant deux fonctions arbitraires et i l'imaginaire v—ï- 
En supposant qu'elles soient développées suivant les puis- 
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sances ascendantes de j -H iz, j— iz, on oblient une expres- 
sion de la forme 






m 



^2(A,-HBj[r-^^^r--. 



1.2.3.4 J 

Or, en raison de la symétrie par rapport au plan yOz, u, par 
suite /(j, z), doit conserver la même valeur quand on y change 
^ en — >s, ce qui exige que A« et B« soient égaux; nous repré- 

senterons leur valeur commune par — Si donc on pose, pour 

abréger, 

^ / \ j» m{/n — i) -, , - 
^« ( /^ 2) = /" ^7^ X""'^' 



(II) 

1.2.3.4 






• • ■ ' 



nous aurons 


■ 






/( j, 2) - 


3 


et 






1.9') « = 




-0] 



•2*^'»^™' 



ajr^ 



x^-*- 



La deuxième et la troisième des équations {2), qui équi- 
valent aux suivantes : 

« 

d fdu ^^\_ d fdu ^^\ _ 

dx \dy dxj~~ '* dx \dz dx ) ^ ' 

sont satisfaites. 

On peut toujours supposer que le prisme, à Tétat naturel, 
soit placé de manière que le point ne se déplace pas lorsque 
la flexion se produit, de sorte que Ton doit avoir m = o, 
i;z=:o, (v = o pour a? = o, j^ = o, ^:=o, valeurs pour les- 
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quelles on a d'ailleurs -7- = o, puisque Ox est tangent à OA; 
de sorte que Ton a tout simplement 



(V = - -[S,— y (ax -hP)] 



et 



(i3) 



/'xr= — ;* 3^ 






Comme px, est une fonction impaire de z, la pression totale 

I pxid(ô, parallèle à Oz, dans la section 0^ est nulle, ce qui 

devait être. 
On a enfin 

J p^^d(^ -h P = o, 
' ou 

i - cS>.["./r-* - "l-oi°-" J,-^^....], p. 

Lorsque les forces extérieures se réduisent à un couple, 
on a 

a = 0, p = o; 

psrt Px» seront nuls en supposant Cm = o, et la première des 
conditions (a), dont (6) n'est que la conséquence, se trouve 
vérifiée. Ainsi donc, dans le cas actuel, quelle que soit la sec- 
tion, pourvu qu'elle soit symétrique par rapport au plan de 
flexion, les hypothèses du point de départ se trouvent justi- 
fiées et, comme p est constant, la ligne moyenne déformée 
affecte la forme d'un arc de cercle. 
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Revenons aux généralilés; la condition (6) donne 






(i5) ^ _ 4 -^1 «^ 



^7 



|(9r'~^^)-^2,^ 



m 
m 



ce qui est Téquation différentielle d'une famille de courbes^ 
à laquelle devra appartenir le profil de la section^ pour que 
les choses se passent comme nous Tavons supposé. 

La constante introduite par l'intégration et les constantes Cm 
ne sont reliées entre elles que par la condition (i4) et par 
celle qui exprime que 

/ ^rflw = o. 

On conçoit que, quel que soit un profil, on puisse, en don- 
nant des valeurs convenables aux C», obtenir une courbe de 
la famille (i5), qui dijQTère très-peu de ce profil, ce qui re- 
vient à dire que, dans tous les cas, les règles admises dans la 
théorie de la résistance des matériaux peuvent toujours rece- 
voir leur application comme approximation. 

ITT. Du travail développé par les forces élastiques. — En 
nous reportant aux notations du n® 170 et négligeant les puis- 
sances des déplacements supérieures à la seconde, le travail 
total des actions mutuelles de m'y m" a pour expression 

n^nf f '^f(r^$r)d$rz=m'm''[f(r)$r'^f(r)^^']' 

Le travail de toutes les actions mutuelles relatives à m' sera, 
par suite, 

iw' somm" [/(r) ^r H- /' ( '•) —-H ' 

le signe som s' étendant à toutes les molécules de la sphère 
d'activité de m'. Si Ton fait la somme des quantités analogues 
pour toutes les molécules du corps, le travail de chaque 
couple d'actions mutuelles s'y trouvera répété deux fois, de 
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sorle qu'il suffira, pour obtenir le résultat clierché, de faire la 
somme des expressions 



i/7i'som/w"[/(r)^r-t-/'(r)-~] 



pour tous les éléments matériels m! du corps. 

Remplaçons maintenant dr par sa valeur (|3) du n*^ 171, en y 
introduisant, pour simplifier, les notations du n® 172 ; puis sup- 
primons, après la substitution, tous les termes renfermant A, 
Ar, / à une puissance impaire, qui sont nuls, en raison de Tiso- 
tropie supposée, en nous rappelant que 



som/Tî' 



■^ h} = somm" î^ A' = somm"'^^ P=o; 



r r r 

nous trouverons 

f[r\ 
Il est évident (67 et 171) que Ton doit avoir entre som ^^-— A* 

et som ' ^ ' h^k^ la même relation qu'entre v et |x, c'est-à- 
dire que la première de ces sommes est triple de l'autre, de 
sorte qu'il vient 

f{r\ 
Si l'on pose ^^-^— ^ = 9(r), on a 

somm" ^^ K'k^ =■. somm" ^^ h'P + somm' ^ h'P: 
mais on a (171) 

somm*«p(r)A^— somm''(f{r)k'= som m" (f(r) A* = o, 
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puis 

som m" i^ /iU'^ = i som m" ^ ( A^ -h P) P 

= ^somm''(f(r) P — ^somm" ?^/ /* = — ^som/w" ^ /* 

et, comme le premier membre de celte triple égalité est égal, 
en valeur absolue, à six fois le dernier, il s'ensuit que 

som/w*f (r) — j- = o. 
L'expression (i) devient, par suite, 

et, en y faisant m' = pdx dfj dz, on obtient, pour le travail mo- 
léculaire développé dans le corps entier, 

(r,)^=-t fffi^B'- 4^A- 4 Vx~ 4^A+ yîy-^ 7^^ nzyi^cljrdz. 

On peut mettre cette expression sous une autre forme, en 
remplaçant les d et y par leurs valeurs (5) du n° 172, en fonc- 
tion des composantes des pressions. Sf, en continuant à dési- 
gner par P, P', P" les pressions principales, on remarque que, 
en vertu de Tequation (n) du n* 159, oii a 

et en se rappelant que, entre le coefficient d'élasticité E elle 
coefficient de glissement [x, on a la relation E = |/x, on trouve 

Exemples : 

I*» Cas d'une traction, — Les pressions élastiques princi- 
pales se réduisent à une seule P, qui est constante dans toute 
la masse ; on a donc, en désignant le volume total par V, 
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mais nous avons vu que P = E ^ 5 on a d'ailleurs V = û /, d'où 

résultat auquel on pouvait arriver immédiatement, en remar- 
quant que le travail moléculaire est égal et contraire à celui 



a / j d\^ 



Ea~ 
2 



de l'effort de traction EUX. 



2** Cas d'une pression normale uniformément répartie sur 
la surface d'un corps, — S'il s'agit d'un corps solide, de forme 
quelconque, uniformément comprimé par une pression uni- 
forme P exercée sur sa surface, les trois pressions élastiques 
principales sont égales à P et l'on a 

(I) ^ = -4-1- 

Or, la compression linéaire étant 

S-L-ll 

3P 

la compression cubique est -^ et l'on voit ainsi que S, en va- 
leur absolue, est égal au produit de P par la moitié de l'aug- 
mentation du volume. 
On peut encore mettre l'expression de S sous la forme 

6 = — 3EV(îS 

qui est d'une application facile, si l'on veut déterminer le 
travail intérieur dû à une augmentation de température du 
corps. Cette nouvelle forme se déduit immédiatement de 
l'équation (2), sans passer par la considération des pressions 
principales, en y supposant 
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§ IV. — Exposé des principes et des principales applications 
de la théorie de la résistance des matériaux. 

* 178. Avant que Navier eût établi les bases de la théorie 
mathématique de l'élasticité, on était arrivé à se rendre compte 
des principaux phénomènes relatifs à la traction, à la flexion 
et à la torsion des corps homogènes, en partant de certaines 
hypothèses, paraissant très-plausibles à priori et qui sont en- 
core admises dans l'art des constructions. Ces hypothèses per- 
mettent, en effet, de résoudre un grand nombre de questions, 
pour la solution desquelles la théorie de l'élasticité conduit à 
des intégrations compliquées et le plus souvent à des difficul- 
tés insurmontables. Ces hypothèses sont justifiées par la théo- 
rie précédente dans des cas particuliers en dehors desquels 
elles ont été étendues. 

Nous allons faire connattre successivement les hypothèses 
dont il s'agit, ainsi que les principales conséquences qui en 
découlent et dont nous signalerons, lorsqu'il y aura lieu, la 
concordance avec les résultats déduits de la théorie de l'élas- 
ticité. 

179. Traction et compression. — Considérons un prisme 
maintenu fixe par une de ses extrémités et sollicité par des 
forces agissant dans le même sens sur sa base libre, parallèle- 
ment à son axe de figure, et dont la résultante soit dirigée sui- 
vant cet axe. 

Soient 

/ la longueur primitive du prisme ; 
12 Taire de sa section droite ; 

Q la résultante des forces extérieures, traction ou pression ; 
X l'allongement ou le raccourcissement de /, sous l'action de 
cette force. 

Pour fixer les idées, nous nous placerons dans le cas d'une 
traction. 

Concevons que l'on décompose le prisme en lignes maté- 
rielles, ou files de molécules (que l'on désigne généralement 
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SOUS le nom de fibres), parallèles à son axe. Le nombre des 
molécules contenues dans une file étant proportionnel à /, 
récartement, produit par Q, de deux molécules consécutives 

sera j • 

On admet que l'attraction mutuelle de deux molécules con- 
sécutives et, par conséquent, la composante correspondante 
de la force égale et contraire à Q, relative à la file considérée, 

est proportionnelle à cet allongement j] mais, le nombre des 

files étant proportionnel à 12, on est conduit à poser 

E étant une constante dépendant de la nature du corps. La 
même formule s'applique évidemment au cas d'une compres- 
sion. 

Nous retombons ainsi sur la relation (10) du n° 174, E étant 
ce que nous avons appelé le coefficient d'élasticité de la ma- 
tière. 

Mais nous ne pouvons pas expliquer ici la contraction latér- 
raie du prisme, dont la considération, au point de vue des ap- 
plications, est sans importance. 

Au delà d'une certaine valeur del'écartement ou rapproche- 
ment relatif t? les molécules ne reprendront plus exactement 

leurs positions primitives lorsque l'effort vient à cesser et, si 
cet effort continue son action, le corps se désagrégera succes- 
sivement et finira, à la longue, par se rompre. 
Soit r l'effort de traction par unité de surface correspondant 

à la limite de l'élasticité, définie par celle de y ^ il faut, pour 

que la formule (i) soit applicable, que l'on ait 

2<r. 

Il y a également une limite P à la compression, dont la valeur 
diffère généralement peu de celle de F. 
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180. Nous avons vu précédemment (Chapitre VI, n"* 75) que, 
lorsqu'un corps repose sur un plan fixe par plus de trois points 
d'appui, les pressions qu'il exerce en ces points sont indéter- 
minées et nous avons avancé que cette indétermination n'était 
qu'apparente et qu'elle était due à ce que nous avions fait ab- 
straction de la compressibilité de la matière. Cette assertion 
sera justifiée par l'exemple suivant : 

181. Distribution des pressions sur le plan d'appui d'un 
prisme rectangulaire dont la base supérieure supporte une 
charge. — Nous supposerons que la charge totale, ou la résul- 
tante des charges partielles sur les éléments de la base supé- 
rieure, soit comprise dans un plan, perpendiculaire au plan 
d'appui AA' [Jig. 82}, censé horizontal pour fixer les idées, 
et passant par les milieux de deux côtés opposés de la base. 

Fie. 83. 



B 
C 

A 



1 


-Q 

l 

I 


Gj 


^ — 


J 



H 



B' 
C 

A' 



Nous prendrons, pour plan de la figure, le plan vertical ci-des- 
sus désigné. 
Soient 

Q la résultante de la charge qui n'est pas censée uniformément 

répartie sur la base supérieure du prisme; 
BB' une section horizontale du prisme à l'état naturel, supposée 

très-voisine de AA' ; 
12 l'aire de la base du prisme ; 
/ sa largeur AA\ 

Lorsque la force Q intervient, les molécules qui se trou- 
vaient dans le plan BB' se déplacent et bientôt il se détermine 
un nouvel état d'équilibre. Toutes les molécules situées pri- 
mitivement dans ce plan formeront, après la déformation, 
11. 7 
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une surface cylindrique, dont la forme ne pourrait êire déter- 
minée que par la théorie mathématique de l'élasticité, pro- 
blème qui n'est pas sans présenter de grandes difficultés (^) ; 
mais nous nous contenterons d'une approximation, en rem- 
plaçant la portion de la surface comprise dans le prisme par un 
plan moyen, dont la trace sera représentée par CC. 

Soient I, J, H les projections, sur le plan de la figure, des 
intersections d'une verticale avec les plans BB', CC, AA'. En 
faisant un raisonnement analogue à celui que nous avons fait 
pour la traction et la compression d'un prisme, nous sommes 
conduit à considérer la pression, rapportée à l'unité de sur- 
face, sur un élément superficiel de CC en I, comme propor- 

IJ 

tionnelleau raccourcissement relatif tu? ou tout simplement 

à IJ pour tous les points de CC. D'où il suit que la résul- 
tante, égale et contraire à Q, des réactions normales déve- 
loppées par le plan fixe, suivant les différents éléments de 
la base AA', passe, comme cette dernière force, par le centre 
de gravité G du volume ou du trapèze BCB'C. 

Soient maintenant a la distance connue de la direction de 
Q ou du point G à la verticale du point A; p^A-.BC, p'=k.WC' 
les pressions en A et A', k étant une constante pour tous les 
points de CC. Nous aurons, d'après ce que l'on vient de dire. 

Maintenant, si l'on prend 4es moments, par rapport à la 
droite AB, du trapèze BCB'C et des triangles BB'C, B'CC, 
dans lesquels il se décompose, on trouve 



/BC-hB'C'\ , ,BC / ,B'C' a, 



(*) Foir à ce sujet une thèse de M. Chefilliet intitulée : Sur l'équilibre 
d'élasticité du cjUndre droit à base quelconque et de la sphère, soumis à l'action 
de la pesanteur et comprimés entre deux plans verticaux, (Gauthier-Villars ; 
1869.) 
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d'oùy en multipliant par k et ayant égard aux valeurs de p, p\ 

(a) a[p'^p')^^[p^ip'),. 

Des équations (i) et (2] on déduit 

Pour que le corps s'appuie par tous les points de sa base in- 
férieure sur le plan AA^ il faut que Ton obtienne pour /> et p* 
des valeurs positives ou que Ton ait 

a<\t, 

l 

en d'autres termes^ il faut que la direction de Q rencontre la 
droite AA' entre les deux points qui divisent cette droite en 
trois parties égales, condition que nous supposerons d'abord 
remplie. On voit d'ailleurs que, en désignant par a' la dis- 
tance / — a de Q à A'B', on a 

Admettons que c^ soit supérieur à a et continuons à désigner 
par F la résistance de la matière à l'écrasement ; pour qu'il 
n'y ait pas désagrégation, il suffit que la plus grande valeur p 
des pressions exercées sur AA' soit inférieure à F, c'est-à-dire 
que l'on ait 



Si a = a' =: - î on a 

2 






comme on devait s'y attendre. 



lOO 
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Supposons maintenant que « < j» ^^ valeur négative obte- 
nue pour p' signifle que le plan ÇC (/g. 83) ne reste pas 

Fig. 83. 




constamment au-dessous du pian BB' et qu'il coupe ce der- 
nier suivant une horizontale projetée en D, pour les différents 
points de laquelle la pression est nulle; en d'autres termes, 
la portion du plan d'appui comprise entre À' et la projection 
horizontale L de D ne supporte aucune pression. 

On verrait, comme tout à l'heure, que la force Q est pro- 
portionnelle au prisme BCD et passe par son centre de gra- 
vité G ou que BD = 3a. Soit /' la dimension de la base infé- 
rieure AA' perpendiculaire au plan de la Qgure. Le volume BCD 

- — ^ j en le multipliant par k et l'égalant en- 



étant égal à 

2 

suite à Q, on trouve 

« 

(4) 






Pour qu'il n'y ait pas écrasement, il faut que l'on ait 

3al' = ' 



OU 



O, ^ — • 



182. Hypothèses relatives aux composantes normales et tan- 
gentielles des forces élastiques. — Soient 

Go, G'o les centres de gravité de deux éléments superficiels égaux 
et parallèles, d(ù et £/&>', compris dans l'intérieur d'un corps 
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homogène à l'état naturel, perpendiculaires à la droite G« G\ , 

Infiniment voisins, déterminant un prisme ou cylindre droit 

élémentaire rectangulaire ; 
ds TélémentGaC;; 
(A ), (Al) les portions du corps situées respectivement i gauche 

et à droite des plans de dtù, dtù' extérieures au prisme G« G\. 

Supposons que, par suite d'une déformation produite par 
des forces extérieures, G. et G', viennent en G et G' {Jig. 84); 



Fig. 84. 






la droite GG' et toutes les fibres contenues dans le prisme 
élémentaire se seront, en général, inclinées sur la normale G^ 
à d(Ù9 en restant parallèles à elles-mêmes, à un infiniment petit 
près, et le parallélisme n'existera plus entre les deux éléments 

superficiels considérés. 

PC— c c 

Si i est l'allongement relatif — ^ ^/ ' » c'est-à-dire la di- 

latation de G, G',, il est clair que, comme conséquence de l'hy- 
pothèse du n® 179, nous pourrons admettre que l'influence 
de (Ai) sur le prisme ou sur (A) se traduit par une trac- 
lion (*) Edtùi appliquée en G', suivant le prolongement 
de GG'; mais, si nous supposons l'angle G'^G, que nous re- 
présenterons par y, très-petit ou du même ordre de grandeur 
que d, cette force pourra, aux termes du second ordre près, 
être considérée comme étant dirigée parallèlement à GG^ 

Soit Gn la portion de la perpendiculaire à G^ élevée dans le 
plan G' ^G, qui fait un angle aigu avec GG'. Il est clair que, pour 



(*) Au point de Tue de la théorie mathématique de Télasticité, on Toit, par 
les n^ 174 et 176, que cette hypothèse revient à supposer Iqu'il y a une con- 
traction transversale égale au quart de la dilatation longitudinale ^. 
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infléchir les fllets du prisme élémentaire ^e l'angle G'G^, il 
faut que (A,) exerce sur lui une action dirigée suivant Tin- 
tersection de rfw'et du plan IGn ou parallèle à Gy], aux termes 
du second ordre près en y et 5. 

Cette force devant être nulle avec y, on doit en conclure 
qu'elle est de la forme 

fx étant une constante dépendant de la nature du corps. 

Le déplacement de d(ù\ parallèlement à d(*}y ou le glissement 
du premier de ces éléments sur le second, est y rf^ ou est pro- 
portionnel à y; en d'autres termes, y représente le glissement, 
rapporté à l'unité de distance, des deux éléments rfo), rfw' , l'un 
sur l'autre, d'où les dénominations d'angle, de coefficient, de 
composante de glissement, données respectivement à y, ^, 
liydoi, 

La réaction de (A) sur (A») égale et contraire de l'action de 
(A,) sur (A) aura donc pour composantes 

— E^w^, suivant Of ; 

— |x<fw Y, » 0>3, 

en faisant, bien entendu, comme cela doit être, abstraction du 
prisme infiniment petit. 

Nous représenterons géométriquement à et y par des lon- 
gueurs qui leur seront proportionnelles, partant du point G 
et respectivement dirigées suivant GG' et Gn, 

Si es et y, sont les projections de ces droites sur un axe Ox 
ou, si l'on veut, la dilatation et le glissement estimés suivant 
cet axe, les projections des forces élastiques correspondantes 
sur le même axe seront 

18^i Relations entre les forces extérieures et les éléments 
de la déformation qu'elles produisent sur un corps élastique, 
— Considérons un corps solide à l'état naturel, dont la surface 
soit engendrée par un profil plan fermé, de forme invariable 
ou variable, se déplaçant normalement à une courbe à simple 
ou double courbure, que le centre de gravité de son aire est 
assujetti à décrire. 
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Nous désignerons sous le nom Ae fibre moyenne le lieu géo- 
métrique des centres de gravité de l'aire du profil et sous celui 
de section transversale toute section du corps correspondant 
à une position quelconque du profil. 

On peut considérer le corps comme composé de files de 
molécules^ ou fibres, parallèles à la fibre moyenne, chaque élé- 
ment d'une fibre étant ainsi l'arc d'un cercle dont le centre 
est situé sur l'intersection des plans de deux sections consé- 
cutives à laquelle son plan est perpendiculaire. On sait que 
cette droite a reçu le nom d'axe de courbure. 

Deux éléments correspondants de deux fibres sont donc 
semblables et proportionnels à leurs distances à l'axe de cour- 
bure. 

Nous dirons qu'une pièce est encastrée suivant Tune de ses 
sections transversales, lorsqu'elle est maintenue par un sys- 
tème de corps fixes de telle manière que le périmètre de celle 
section et lés plans tangents correspondant à la surface latérale 
du corps restent complètement invariables, quelle que soit la 
déformation produite par des forces extérieures. Il serait su- 
perflu d'indiquer ici les différents procédés pratiqués pour 
obtenir un encastrement. 

La position de la pièce peut d'ailleurs être définie autre- 
ment que par un encastrement, par exemple au moyen de deux 
supports fixes sur lesquels il reposerait. 

Lorsqu'un corps vient à se déformer sous l'action de forces 
extérieures, on admet que : 

i"" Après la déformation, les sections transversales restent 
planes (*); 

2,'^ Les dilatations et les contractions linéaires ou superfi- 
cielles dans chaque section sont négligeables. 

Soient {fg. 85) 

un point déterminé de la fibre moyenne déformée; 
G, G' deux points infiniment voisins de cette fibre ; 



(*) Cette hypothèse est parfaitemeDt admissible lorsque lesdéformatioDssoDt 
très-petites par rapport aux dimensions transversales de la pièce; le voile- 
ment des sections transversales étant très-faible, on peut approximativement 
remplacer chaque section déformée par son plan moyen. 
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û Taire de la section transversale correspondant à G ; 
(A)» (Ai) les portions du corps. Tune comprise entre 6 et 0, 
Tautre située au delà de G par rapport à 0; 

Fig. 85. 




G^ la tangente à la fibre moyenne en 6; 

Gn, 6( les axes principaux d'inertie de Q; 

II, l^y le les moments d'inertie de cette section par rapport 

àG$,Gy3,GÇ; 
Vif Z les coordonnées parallèles à Gn, G( d'un point m de û, 

correspondant à l'élément superficiel dtù; 
7> 7« les glissements en m et G ; 
d, do les dilatations longitudinales aux mêmes points; 
P^, P^, P; les composantes des forces extérieures, agissant sur 

(Al), estimées parallèlement à G^, Gm, GC; 
DïLi, 3ïLy^y Dïix les moments de ces forces par rapport aux 

mêmes axes. 

Les projections des y ei d sur un axe seront représentées 
par les mêmes lettres, affectées de l'indice correspondant à 
cet axe. 

i» Composantes élastiques transverses. — Les forces P„ P; 

faisant équilibre aux forces élastiques — fi I y^do^, —tJ^j yx^dtù, 
on a 



(1) 



Pr 






Si les dimensions transversales de la pièce sont suffisaro- 
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ment petites pour que l'on puisse négliger les termes d'un 
ordre supérieur au premier en m et (, on pourra poser 

a, b, a', V étant des constantes, d'où, en vertu de la propriété 
caractéristique du centre de gravité. 

Si donc R est.Ia résultante de P^ et Pc» ou des forces exté- 
rieures estimées dans le plan de Q, le glissement y« de la flbre 
moyenne est dirigé suivant sa direction et l'on a 

(a) H = |iû7.. 

Ainsi la* résultante des forces élastiques transversales est 
— l>'Q,y%9 ce qui est conforme au résultat obtenu au n*' 176, en 
partant de la théorie mathématique de l'élasticité, dans le cas 
d'un prisme dont le périmètre de la section droite satisfait à 
certaines conditions. 

Si Ti est, par unité de surface, la résistance maximum de la 
matière, au glissement ou au cisaillement^ suivant une ex- 
pression adoptée par les ingénieurs, il faut, pour qu'il n'y 

ait pas rupture, que l'on ait 

R<r.. 

Â défaut de résultats de l'expérience, nous admettrons que, 
entre Fi et la résistance limite à la traction T, on a la relation 

r =^r 
à laquelle Navier a été conduit par une induction théorique. 

1"* Torsion. — Les forces élastiques comprises dans le plan 
de Q donnant des moments par rapport à GÇ. on a, en se rap-^ 
pelant la propriété caractéristique des axes principaux d'iner- 
tie, 
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Comme c'est la seule relation que nous puissions établir 
entre a' et i, on voit que la théorie de la résistance des 
matériaux est, en général, insufOsante pour les déterminer. 
Il y a cependant un cas où cette détermination peut avoir lieu : 
c'est lorsque les axes principaux d'inertie de la section û 
sont des axes de symétrie et que la distribution des forces 
extérieures est telle, que les glissements sont identiques pour 
les points symétriques. 

Soient, en effel, r le rayon G m et 9 l'angle qu'il forme 
avec GÇ. On a 

Ç = rcosy, >î = rsin<p, 

et pour les composantes du glissement, suivant r et sa per- 
pendiculaire en m, 

7oç cos<p H- 7o^ sintp -h [a sin*<p -h ^'cos*<p -h sinç cos<p (/ï' -+- ^)]r, 
7^^ sinç — 7atiC0S«p-+- [«'sin^<p — 6cos^f -h sin<pcos<p (ô' — a)]r; 

or, ces deux expressions ne devant pas changer de valeur, 
quand on y remplace par — 9 ou i8o° — 9, il s'ensuit qu'il faut 
que l'on ail 

La formule (3) devient, par suite, 



= P^Ie- 



(4) S(ÏL,= iib Ç(\^'-i.n')di 

Dans le cas spécial qui nous occupe, les deux composantes 
de glissement, suivant le rayon et sa perpendiculaire en m, 
sont ar et br. Nous ferons abstraction de la première, qui ne 
serait due, pour tous les points de la section, qu'à des forces 
extérieures perpendiculaires à la direction de la fibre moyenne 
et que nous supposerons ne pas devoir exister. 

En considérant ainsi uniquement la seconde, on voit que b 
est le glissement à l'unité de distance de la fibre moyenne, 
c'est-à-dire l'angle dont la section considérée a tourné autour 
de GG', sur la section infiniment voisine, divisé parla distance 
des deux sections. 

On désigne ordinairement par la lettre ce glissement, au- 
quel on a donné le nom û* angle de torsion; nous écrirons ainsi 

(5) OlL^^f^IçÔ, 
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formule dont chacun des membres représente ce que Ton 
appelle le moment de torsion, 

La formule (5), à laquelle la théorie mathématique nous a 
conduit (175)y lorsque le corps est un cylindre circulaire^ est 
notamment applicable au cas d'un prisme régulier d'un nombre 
pair de côtés, encastré par une extrémité, dont une section 
droite serait sollicitée par des forces égales, perpendiculaires 
aux apothèmes, en allant dans le même sens autour de G 
et situées à la même distance de ce point; mais on pe«t très- 
approximativement employer la même formule, lors même 
que cette répartition particulière des forces n'a pas lieu ; car 
l'expérience montre que, à de très-petites distances des points 
où ces forces agissent, les effets de torsion deviennent indé- 
pendants du mode de distribution et d'application des mêmes 
forces et ne dépendent, en définitive, que de la grandeur du 
moment total. 

Il est clair d'ailleurs que l'angle de torsion sera constant 
entre deux sections du prisme, dans lesquelles se trouvent 
les points d'application de deux forces extérieures consécu- 
tives. 

Nous considérerons donc la formule (5) comme applicable 
à toute pièce dont les sections transversales sont relativement 
faibles et ont deux axes de symétrie, quel que soit le mode 
d'application des forces extérieures. 

Coulomb avait admis à priori que, lorsqu'un cylindre droit 
est soumis à des effets de torsion, les sections droites restent 
planes et les angles de glissement sont proportionnels à la dis- 
tance à l'axe, ce qui conduit immédiatement au résultat ob- 
tenu ci-dessus. 

On avait supposé que l'hypothèse de Coulomb pouvait 
s'étendre à des prismes de forme quelconque, quelle que soit 
la grandeur des dimensions de la section transversale, ce qui 
n'est pas exact, comme l'ont démontré Cauchy, pour le prisme 
carré, et M. de Saint-Venant, pour les prismes de différentes 
formes ('). 



(') Mémoire sur la torsion des prismes, inséré au Recueil des Savants étran- 
gers à V Académie des Sciences; i853. 
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Lorsque la fibre moyenne est naturellement courbe, elle 
doit subir, par l'effet d'une torsion, une déformation qu'il est 
facile de déterminer, en remarquant que la torsion a pour 
effet de faire varier ie Ods Tangle de deux plans osculateurs 
consécutifs. 

Si donc on désigne par r», r les rayons de cambrure de la 
courbe, avant et après la déformation, on a 

ds ds . , 
= ^ds, 

d'où, en vertu de la relation (5), 

formule qui s'applique encore évidemment, en y supposant 

- = Oy au cas où la fibre moyenne primitivement rectiligne 

a été fléchie ou courbée dans un même plan sous l'action de 
forces extérieures. 

En désignant par ri le maximum de r pour une même sec- 
tion, la tension élastique maximum de glissement sera [iriQ 
dans cette section, et la condition de résistance à la rupture 
sera exprimée par 

r, > ttmax.r.ô, 



ou 



r, > max. —p 



Lorsque toutes les sections seront identiques, comme dans ie 
cas d'un prisme ou d'un solide limité par une surface canal, 
nous aurons simplement 

r, > p max.Oîlç. 
Pour le verre et l'acier fondu, qui doivent être considérés 
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comme deux corps isotropes, on a ( * ) 

ainsi que l'indique l'analyse ('). 

3"* Flexion. —- Dans l'étude suivante des dilatations longi- 
tudinalesy dues à Pc» ^» S(\i^, nous négligerons les glisse- 
ments, ce qui revient à négliger les termes du second ordre 
relatifs à ces deux éléments. 

Nous considérerons donc dorénavant les sections transver- 
sales déformées comme normales à la Qbre moyenne. Il suit 
de là que, après comme avant la déformation, Tintersection des 
plans de deux sections consécutives qui a varié de position 
est encore un axe de courbure des Qbres. 

La conservation du parallélisme des fibres, en même temps 
que leur changement de courbure, caractérise la déformation 
à laquelle on a donné le nom de flexion. On appelle plan de 



(«)Notedunoi71. 

(') En nous serrant des résultats d'expérience sur la traction et sur la tor> 
sion, faites respectivement les unes et les autres par des expérimentateurs diffé- 
rents, et par conséquent sur des matériaux qui pouvaient présenter certaines 
différences quant à leur nature, nous sommes arrivé aux résultats suivants, 
que Ton ne doit considérer que comme approximatifs : 

Fer forgé ^ = ©,33 

Acier ^ = 0,39 

II 

Acier fondu , ^ = 0,40 

Cuivre 9 = 0, 38 

Bron^ ~ = o,35 

chiffres qui s'éloignent généralement peu de la valeur théorique 0,4 <}ue nous 
continuerons à admettre. 

Pour le fer laminé, nous avons trouvé ~=: 0,39, mais on sait que cette 

matière, essentiellement fibreuse, est loin d'être isotrope. Pour la fonte, qui l'est 
encore moins, on a seulement 0,22. 
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flexion en un point le plan osculateur de la fibre moyenne 
au point correspondant. 

La courbure de la fibre moyenne déformée et Torientation 
du plan de flexion sont les deux inconnues de la question que 
nous nous proposons de résoudre. 

Soient [fig. 86 ), avant la déformation, 

. ds^ un élément GG' de la fibre moyenne non déformée ; 

GÇ, Gt] les axes d'inertie de la section normale en G; 

I;, I^ les moments d'inertie correspondants; 

m un point de la section dont les coordonnées, parallèles à 
ces axes, sont Ç, y}. 

GC la parallèle menée en G à Taxe de courbure; 

9, Tangle qu'elle forme avec GÇ ; 

(in\ la portion de la perpendiculaire en G à G^«, qui coïnci- 
derait avec Gyî, si Ton avait 90= o ; 

n\ l'ordonnée parallèle à Gyi, du point m de la section; 

d(79 rélément de la fibre correspondant à ce point et à l'élé- 
ment t/5o de la fibre moyenne ; 

do la dilatation de cette fibre au même point. 




Nous aurons, en raison de la similitude des arcs de cercle 



»•> «*«•> 



Si Ton conserve les notations ci-dessus, lorsque la déforma- 
tion a eu lieu, en supprimant seulement l'indice o, on a 
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d'où, pour la dilatation longitudinale en m, 

P. 

Comme nous continuerons à ne considérer que des 
pièces dont les sections transversales sont relativement 

Yl' Y)' 

petites, nous pourrons négliger — 9 — ^ devant Tunité et nous 



aurons ainsi 




(7) 


P. P 


par suite 




(8) 


Pç = E fêdtù^Eaê^. 



La longueur d'un élément de la fibre moyenne reste donc 
invariable si Pç=o, c'est-à-dire si les forces extérieures ne 
donnent pas de composante suivant la direction de cet élé- 
ment. 

Nous avons aussi» pour les moments des forces élastiques 
longitudinales par rapport à OÇ, Or}, 

D'autre part, on a 

n' =>ïCosy — Çsiny. 

En substituant ces valeurs dans les formules précédentes 
et se rappelant la propriété caractéristique des axes princi« 
paux d'inertie, on trouve 

3,1^ = _ E r (22!iî: _ £2il) vrf« = El, (55!J: _ £^ V 



^\ p Po / 
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d'où Ton déduit 



(9) 



' -'\ 


A 




COStp 


•y 


-t- Jî 


El, 

P. 


sin f,j. 


p E ' 


V 










I,' 




tang«p = 


.El, 


H 














Ki{; 


p« 




« 










Le moment fléchissant OH^^ + ^, que nous désignerons 
par Dï^f, peut être considéré comme étant dû à un couple nor- 
mal à 12, et situé dans un plan dont la trace GF sur celui de 
cette section serait perpendiculaire à la droite qui repré- 
sente Dïif. Soit a Tangle que forme GF avec GÇ» on a 

d'où 

^ /? ËÇ V 7 El \^ 

-p = sV îf^' -^ îT ' 

TprCOSa 

I^^«l p« 






El; P« 

On dit que la flexion est simple quand, dans toute l'étendue 
de la pièce, le plan de flexion et celui du couple fléchissant 
coïncident, ou lorsque les directions des droites GF, GW se 
confondent. Dans ce cas, on a a = 9 -t-90**, ou encore 

- 8in(«p — (p J -+- aily f ^ - M sin(pcos(p = o, 

ce qui ne peut avoir lieu, en général, qu'auUnt que Ton a 
simultanément 

î = ?• = o» d'où a=±z 90*", 
OU 

î = ?o = 9o°ï d'où a = o ou 1 80**. 
Donc : pour que la flexion soit simple, il faut, en général. 
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que le plan osculateur à la courbe moyenne non déformée et 
celui du couple fléchissant coïncident et passent par l'un des 
axes principaux d'inertie de la section. Dans ce cas, on a 

I étant le moment d'inertie principal perpendiculaire au plan 
de flexion. 

Supposons maintenant que Ton ait p« = x , ce qui a lieu 
notamment lorsque la pièce est prismatique. Les formules (lo) 
deviennent 

r-E-Vir^-iT' 

tangatang<p = — |^. 

On voit, d'après la seconde de ces équations, que la trace 
du plan du couple et la parallèle GÇ <i Vaxe de flexion sont 
deux diamètres conjugués de V ellipse d'inertie de la section, 
et, comme corollaire, que Tangle des plans de flexion et du 
couple atteint son maximum quand le dernier de ces plans 
passe par Tune des diagonales du rectangle circonscrit à Tel- 
lipse; le plan de flexion passe alors par l'autre diagonale. 

Si Ton a Iç <Iti, le maximum et le minimum de la courbure 
sont 

T _ 3Tly I _ ^ 

et Gn et GÇ sont les traces des plans de plus facile et de moins 
facile flexion. 

Chacune de ces formules est comprise dans la suivante : 

El 

dans laquelle — est le moment développé par les forces 

P 
élastiques longitudinales, résultat auquel nous a conduit la 

théorie mathématique de l'élasticité, dans le cas de prismes 

dont la section satisfait à des conditions spéciales. 

n. 8 
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Ainsi les hypothèses qui nous ont servi de point de départ 
paraissent être justifiées par la concordance des résultats aux- 
quels elles conduisent avec ceux de la théorie mathématique 
de l'élasticité appliquée à quelques cas particuliers. 

4° Résistance à la flexion. — Occupons-nous maintenant 
des conditions de résistance à la rupture. On peut générale- 
ment admettre, sans grande erreur, que la résistance à la 
traction et à la compression ont la même valeur F; les con- 
ditions relatives à la rupture s'exprimeront donc par les deux 
inégalités 

r > max Y^ - ÏÎ-' -i- ^,V 



^>maxYl'~5;_>^^ 

\P Po / 



Pour déterminer chacun des maxima, on calculera d'a- 
bord celui qui se rapporte à une section quelconque, c'est- 
à-dire en regardant 5 comme constant, dans l'équation donnée^ 
/(yjf Ç, s) = o, de la surface latérale de la pièce; on obtiendra 
ainsi une certaine fonction de s dont on cherchera le maximum. 

Dans le cas d'une flexion simple, on a, 

r>max.[-,(i-i)-.^.} 
r>max.[,(i-l)-^.] 

Soient (3, P' les valeurs maximum de — yî et n pour le contour 
de la section 12, on aura 



r>max. $^-h 



r>n,«.[f(i-i)-'.] 



ou 



■■>b-(S-Pt')' 

r>l^.(,*'-g) 
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les maxiina n'ayant plus rapport qu'au passage d'une section 
à une autre ou à la variable s. 

5® Solides d'égale résistance. — Supposons que les profit 
d'une pièce soumise à des forces qui produisent une flexion 
simple soient représentés par l'équation 

?(*i, Ç, /î) = 0, 

f étant une fonction donnée et a un paramètre ne dépendant 
que de s et qui est indéterminé. 

Proposons-nous de déterminer la forme de la fonction a qui 
satisfait à la condition que la traction élastique maximum soit 

constante et égale à une fraction déterminée - de la résistance 

n 

à la rupture ;^ nous aurons 

n il I -^ 

Or p, û, I, Pc, SfïLfïïe peuvent dépendre que de la position de 
la section ou de s; on a donc une équation qui fera connaître 
a en fonction de cette variable. 

Les solides déterminés de cette manière ont reçu le nom 
de solides d'égale résistance. 

6*> De la tension en un point d'un fil élastique. — En sup- 
posant que les dimensions transversales d'un corps soient très- 
petites pour que nous puissions en négliger les puissances 
supérieures à la seconde, nous nous trouverons dans les con- 
ditions d'un fil élastique. Le fil se compose généralement de 
différentes parties sollicitées par des forces continues, c'est- 
à-dire proportionnelles aux arcs élémentaires, limitées cha- 
cune par les points d'application de deux forces consécu- 
tives d'intensité finie. 

Soient 

ab^=ds un élément de Tune de ces parties, ou encore du 

cercle osculateur en a; 
G le centre de gravité de l'élément- de volume déterminé 

par les sections transversales en a et é. 

Les composantes élastiques normales à ces deux sections, 

8 
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OU tangentes au fil» seront respectivement 

< 

et ne donnent par rapport au point G qu'à un moment de 
l'ordre de ds^ que nous devons négliger. 

Les moments dus aux composantes élastiques normales 
pour les deux sections se réduisent en un seul de Tordre 
de Idsy qui, pour qu'il y ait équilibre» doit être égal et de sens 
contraire à celui qdsdû. aux composantes de glissement — q, 

a -\- -r ds, dans les sections transversales en a et b, d'où il 
as 

suit que q est de l'ordre I ou du quatrième ordre et doit être 
négligé. Ainsi donc, comme nous l'avons admis a priori au 
n"82 sans toutefois faire intervenir l'extensibilité, on est con- 
duit à ne considérer que la résultante des actions moléculaires 
normales à la section du fil ou sa tension. 

184. Intégration de l'équation des flexions dans un cas spé- 
cial, quelle que soit l'importance de la déformation, — Consi- 
dérons le cas où la fibre moyenne, à l'état naturel, étant cir- 
culaire, le profil générateur de la surface du corps se déplace 
de manière que l'un de ses axes principaux soit dirigé vers 
le centre de la circonférence. Si les forces extérieures sont 
situées dans le plan de la fibre moyenne, elles ne donneront 
lieu, d'après ce que nous avons vu précédemment, qu'à une 
flexion simple. 
• Soient 

0^ la tangente en un point de la fibre moyenne déformée; 
0/ la portion de la normale au même point, dirigée vers le 
centre de courbure. 

Supposons que la portion du corps située au delà de G, par 
rapport à 0, soit sollicitée par des forces constantes en gran- 
deur et en direction agissant aux points At, A,,. . ., A„ de la 
fibre moyenne, ayant pour composantes 

Qi) Q2> • • • > Q« parallèles à Oar, 
P., F,,..., P„ » Oj. 
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Soient 

I l'un quelconque des nombres i, 2,. . 9 n; 

X, jr \es coordonnées du point G après la déformation; 

^iyXi celles de A^; 

ds l'élément de la fibre moyenne au point G que nous consi- 
dérerons comme invariable, en négligeant, devant l'unité, la 
dilatation de la fibre moyenne; 

& rinclinaison sur Ox de la tangente çn G; 

Nous aurons 

P, = cosô2P,.— sinôzO,» 

Pc = sinOsPfH-cosÔîOi, 

^ (Ix . - dy I (B 

cosÔ = -y-> sinô=-7-j - = -rî 
as as p lis 

^117,= (cosÔSP^— sinôsQ.), 
En5,= (sin02Pf-t-cosÔ2Q.), 



d'où 



(0 



El 



(~-^)=2[Pi(^."^)-0.(j-j)]. 



Les deux premières de ces équations feront connaître y^ et i^, 
lorsqu'au moyen de la dernière on aura calculé les éléments 
de la déformation. 

La courbure - étant constante par hypothèse, ou nulle si 

le cercle devient une droite, la troisième des équations (i) 
peut s'écrire ainsi 

(a) -.^= =a^bx-^cx, 

a, 6, c étant des fonctions connues des Xi^y-iy équation que nous 
avons déjà rencontrée (Chapitre VI, n** 91) et dont nous avons 
ramené l'intégration à des quadratures. 

185. Faibles flexions d'un prisme ^ produites par des ef- 
forts transversaux.— Considéroi^ un prisme soumis, en outre 
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des forces telles que P,- el Q„ à une pression uniformément 
répartie sur la projection de la fibre moyenne déformée sur 
la tangente à la naissance, prise pour axe des Xy et dont nous 
représenterons par p la valeur par unité de longueur. Nous 
supposerons dans ce qui suit, comme cela a lieu le plus géné- 
ralement, que l'angle d soit assez petit pour que Ton puisse 
en négliger les puissances supérieures à la première, devant 



l'unité, et que les rapports, tels que •—? ne soient pas assez 

grands pour que Ton ne puisse pas considérer les Oïlji— X) 
comme n'étant pas négligeables par rapport aux P,(j7,— x). 

dy 

En négligeant ainsi les termes du second ordre en 6 et ~- ? 

on voit que : 

de sorte que, si tous les Q» sont nuls, on aura (îo = o pour 
tous les points de la fibre moyenne, c'est-à-dire que sa lon- 
gueur n'aura pas varié ; 

^ i _ dx^ _ fPy 

3° Un arc de la fibre moyenne déformée, compté à partir 
du point 0, peut être considéré comme étant égal à sa pro- 
jection sur 0^. 

4° Si / est la longueur OB du prisme, mesurée à partir du 
point 0, les pressions pds ou pdx exercées sur GB auront 
une résultante p{l— x)y agissant au milieu de GB et dont le 

fn--x'\ 

moment, par rapport a G, sera p I j • 

Nous aurons ainsi, pour l'équation différentielle de la por- 
tion OAi de la fibre. 

Il n'est plus nécessaire, darïs le cas restreint dont nous nous 
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occupons, de supposer que Ox est tangent en à la fibre 
moyenne; il suffit, en raison du degré d'approximation adopté, 
que cet axe soit parallèle à la tangente menée en un point quel- 
conque de l'arc formé par cette fibre, remarque qui nous sera 
utile plus loin et sur laquelle nous n'aurons pas à revenir. 

En intégrant successivement l'équation (i) et désignant par 
G, C deux constantes arbitraires, nous aurons 



(^) 



dx 






On obtiendra les équations semblables, relatives à l'arc Â1Â2, 
en supposant dans les précédentes Pi = o et remplaçant C, C 
par deux autres constantes arbitraires Ci et Cj ; ces deux nou- 
velles constantes se détermineront en fonction de G et GS en 
exprimant que, pour le point Ai, c'est-à-dire pour :c = <i,, 
les équations des deux arcs OÂ,, Ai A2 donnent les mêmes va- 

dy* 
leurs pour J et -7^ ; et ainsi de suite. 

On voit ainsi que les équations des courbes, auxquelles ap- 
partiennent les arcs successifs de la fibre moyenne, ne dépen- 
dront que des deux constantes C, G', que l'on éliminera enfin, 
d'après le mode employé pour fixer la position de la pièce, 
comme nous allons le voir par les exemples ci-après. 

Cas particuliers : 
1° Le prisme est encastré en 0; on a 

d'où 

C=o, C':=0. 

Supposons, par exemple, quep — o et que les Pi se ré- 
duisent à une seule force P, agissant à l'extrémité libre de la 
fibre moyenne. 
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Nous aurons 

Elg = P(/-x), 
(3) JEl| = p(/x_J), 



EilJ.= 20i=0, 



et de plus 

en posant 2Q,= Q. 

d'Y £1 

Le maximum de El -t-4 ou de — correspondra à :i: := o et 

sera^ par conséquent, VI, d'où Ton déduit (183, 4^) pour la 
condition de résistance à l'extension 

La flèche /, ou l'ordonnée de J 'extrémité libre de la fibre> 
correspondant à :r = /, a pour valeur 

p/3 

. ^ 3K1 

Admettons maintenant que l'on ait Q = o, on aura 

(4) r>l^; 

et, pour qu'il n'y ait pas glissement, que 
l5) r. ou |r>?. 

La tendance à la rupture par extension ou par compression 
(en supposant 1 = 1') l'emportera ou non sur la tendance à 
la rupture par glissement ou inversement, selon que l'on aura 

P^>5 P 
r <2 a' 

ou 

(6) P^Lt/' 
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et cette double inégalité permettra de connaître quelle est 
celle des deux conditions (4) et (5) dont il faut faire usage. 

Supposons maintenant que la pièce » au Heu d'être un 
prisme, ait une section qui varie de telle manière que la trac- 
tion élastique maximum soit constante et égale à la fraction - 

de la résistance à la rupture. Plaçons-nous dans le cas où la 
section est rectangulaire et où ses côtés perpendiculaires 
au plan xOj ont une longueur constante la; soit a (3 la lon- 
gueur des deux autres côtés, nous aurons 

d'où, en supposant Q, = o (ou Pc du n*» 183, 5*>), 

l'I^-r^p et p.= lEi^Zl£). 

Le profil longitudinal du solide d'égale résistance est donc 
une parabole, dont le sommet se trouve au point d'applica- 
tion de la force P. 

2° Le prisme repose sur deux appuis. — Nous supposerons 
les supports établis de manière que leur contact avec la 
pièce ait lieu suivant une même parallèle à son axe et sur 
une étendue d'ailleurs assez faible pour que l'on puisse les 
considérer, sans erreur appréciable, comme se réduisant à 
deux points géométriques. 

Soient 

O, 0' les centres de gravité des sections correspondant aux 

points d'appui; 
N, N' les réactions des supports en ces points; 
/ la distance 00'. 

Prenons le point pour origine et la direction de 00' pour 
Taxe des x. 
Nous aurons, en faisant sortir N' de 2P/, 

(7) Elg=2P,(«,-x)+ J(/'-x')-N'{/-x); 
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or la portion du prisme au delà de 0, par rapport à 0% n'étant 
sollicitée par aucune force extérieure, il n'y a pas de couple 
élastique dans la section correspondant au premier de ces 
points» de sorte que, en prenant les moments par rapport au 
même point, on a 



II 



Les constantes introduites par l'intégration de l'équation (7) 
se détermineront en exprimant que j=o, pour :c = o, et 

3® Les deux extrémités de la pièce sont encastrées, — Soient 

0, 0' les centres de gravité des sections correspondant aux 

encastrements; 
00' la direction de l'axe Ox\ 
N' la composante parallèle à Oj de la résultante élastique 

dans la section 0' ; 
m le moment des actions moléculaires développées dans cette 

section. 

Nous aurons, en remarquant que l'extrémité, adjacente à 0', 
de la pièce peut être considérée comme libre, et remplaçant 
l'encastrement par la force — N' et le moment — m dus aux 
réactions auxquelles il donne lieu, 

(8) El 4^ = iVAa,- ^) H- -^ [l^-x^) - N'(/- x) - m. 

Les constantes C, C, introduites par l'intégration, et N' et m 
se détermineront en exprimantque pour :r =oeta:= /, on a 

r = o, ~- — o. 

4° Pièce encastrée par une extrémité et dont Vautre s'appuie 
sur un corps fixe. — Soient 0^ la direction de la tangente au 
point de la fibre moyenne, qui correspond à l'encastrement; 
/ et/ l'abscisse et l'ordonnée du point d'appui. L'équation (8) 
se rapportera au cas actuel, en y faisant m=o et supposant 
que N' est la réaction du point d'appui. 
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L'encastrement donnera deux conditions qui permettront 
de faire disparaître C et C ; l'inconnue N' se déterminera en 
exprimant que l'on a j==/, pour x=^L 

186. Faibles flexions des prismes, produites par des efforts 
longitudinaux. — Si les composantes Pj et la pression uni- 
forme p sont nulles, la flexion ne pourra avoir lieu sous l'ac- 
tion des forces Qi qu'autant qu'elles auront, pour la portion de 
la fibre moyenne considérée, une résultante — Q, ou dirigée 
vers l'origine 0, et que l'on aura fait subir à la pièce un dé- 
placement préalable. 

La troisième des équations (i) du n<> iSk devient 

r 

OU, dans le cas d'une faible flexion, 



El 



J--2Q,u-/) — Q(r^-^); 



dx' 

en posant Q = — 2 Q„ cette équation a pour intégrale 

C et C étant des constantes que l'on devrait pouvoir éliminer, 
d'après le mode employé pour déterminer la position de la 
pièce, ce qui n'a pas lieu, ainsi qu'on le reconnaît dans le cas 
particulier suivant. 

Supposons que la pièce encastrée à une extrémité ne soit 
sollicitée que par une force unique Q. = — Q, appliquée à 
son extrémité; nous aurons 



d'où _ _ 

r - /. (i - cos y/'ga) = 2jr, sin'^ yj ^ a:; 

or, pour j? = /, on doitavoir j = j,, ce qui exige que l'on ait 



v/f.= 



El a ' 
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jf étant un nombre entier, et j^i reste indéterminé ; or il est clair 
que cela n'est pas admissible» puisque, d'après l'expérience, 

la flexion peut avoir lieu quel que soit le rapport =q« 

Ce désaccord entre la théorie et l'expérience n'est qu'ap- 

d^Y I 

parent et uniquement dû à ce que •-— ne représente pas - 

avec une approximation suffisante. Pour arriver à la solution 
du problème, il faut avoir recours au mode d'intégration indi- 
qué au n» 184 et poser 

- = -7- » -r = COS0, ~ = sinô. 
p as as cLs 

11 vient alors 

//fi 

d'où, en différentiant par rapport à 5, 

EI^'=-Qsine. 

Nous ne pensons pas qu'il soit opportun d'entrer dans plus 
de détails sur ce sujet et nous nous bornerons à renvoyer au 
numéro précité, en remarquant que, dans le cas de faibles 

flexions, on pourra supposer sinô =r 0, cos9 = 1 • 

187. Des pièces courbes légèrement fléchies.— Plaçons-nous 
dans les mêmes conditions qu'au n° 184 dont nous conser- 
verons les notations^ sans toutefois nous imposer la condition 
que la fibre invariable à l'état naturel soit circulaire; nous 
supposerons seulement qu'elle est plane. 

Nous distinguerons par l'indice o toutes les quantités qui 
se rapportent à l'état naturel de la pièce. 

Si, comme cela a lieu le plus généralement, la déformation 
est très-faible, nous pourrons calculer P„ P;, OHyen fonction 
des forces fléchissantes, comme s'il n'y avait pas eu de défor- 
mation, et négliger les puissances supérieures à la première 
de la différence A6 = 6 — ô». 
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Nous aurons 

I _ ^ I _ //Ô^ 
- e. = AO = ~ CoiL^ds, 

En supposant que M ait été obtenu en fonction de 6 ou de s^ 
on calculera a; etj^au moyen des formules suivantes : 

jc = I cosQds = I (cos9o— sinB^àB)ds, 
jr = 1 sinQ ds= I {sinO^-^-cosQ^^B)ds, 



ou 



X -— jTj = -— / sinô^.Aô.dîy, 
j^ — Jo = /. cosB^MMs. 



Nous n'insisterons pas sur l'emploi de ces formules» dont le 
développement et les applications sont essentiellement du res- 
sort des ouvrages spéciaux relatifs à la résistance des maté- 
riaux. 

188. Formules applicables aux faibles flexions des pièces 
circulaires, — Lorsque la fibre moyenne d'une pièce, à sec- 
tion constante, a la forme circulaire, on peut substituer avec 
avantage aux formules du numéro précédent celles que nous 
allons établir. 

Soient 

O le centre du cercle; 

Ox une droite de direction déterminée menée par ce point; 

po le rayon de la fibre moyenne à l'état naturel ; 

69 l'angle polaire Om^x déterminant la position de l'un de 

ses points mo; 
9 ce que devient cet angle après la déformation; 
r=zOm le rayon vecteur correspondant; 
V l'angle que forme la tangente en m avec ce rayon. 



L 
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Nous pourrons poser 

u étant une fonction de Q. Nous supposerons que cette fonc- 
tion et ses dérivées, par rapport à d, ne prennent que des va- 
leurs assez petites pour que Ton puisse se contenter de tenir 
compte de leurs premières puissances. Nous aurons ainsi 

laiigV = r-- = -7- ou V=:9o'*---r-- 
° dr du ^ dB 

dQ 

L'angle que forme la tangente avec Taxe 0^ a pour valeur 
Pour l'élément de longueur d'arc, nous avons 

ds= y/r'd^'-^dr^-= p^(i-^u)dQ, 

d'où, pour l'inverse du rayon de courbure p, 

p - ds - p. V " dQ^ ) * 

La formule établie plus haut 
devient donc 

(I) ^-^" = ~m^' 

en remarquant que, en vertu du degré d'approximation adopté, 
on peut prendre 

dB^ ~ dbi * 

Dans le cas où S(ÏL est une fonction donnée de 9 et où l'on 
peut obtenir une intégrale particulière u' de l'équation pré- 
cédente, son équation générale sera 

u = Acos(0„-He) -h u'j 

A et e étant des constantes que l'on déterminera par les con- 
ditions relatives aux extrémités de la pièce. 
Pour calculer la variation — do=^ Ad, désignons par d la 
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dilatation de la fibre moyenne en m», que l'on déterminera 
comme on l'a dit plus haut» et qui est une fonction connue de 
69 ou de Q. Nous avons 

M, 

d'où 

équation qui fera connaître Ad lorsque u aura été déterminé 
et que l'on connaîtra une valeur de 9»» pour laquelle Ad devra 
être nul. 

En éliminant u au moyen de l'équation (i), remplaçant Ad 
par 9 — do, et ayant égard à la formule (a), l'équation (2) prend 
la forme 

(3) ^(v^e)..^^^^. 

SOUS laquelle elle permet d'obtenir immédiatement l'angle 
V -f- d formé par la normale avec l'axe fixe. Il est facile, d'ail- 
leurs, d'établir directement l'équation (3). 

Applications : 

1° Poutre circulaire d'égale section, reposant sur deux ap- 
puis situés dans un même plan horizontal et sollicitée par 
des forces verticales, proportionnelles aux projections hori^ 
zontales des éléments de la fibre moyenne. — Soient 

Ao, A'« les points d'appui ; 

O le centre; 

Al le point milieu de la fibre moyenne à l'état naturel; 

A un point quelconque de l'arc Aa At; 

= A.OA,, d = AOA,; 

a la projection de A sur l'horizontale de Ao ; 

p la force verticale qui sollicite la pièce, rapportée à l'unité 

de longueur de la projection horizontale des éléments de 

la fibre moyenne; 
N la réaction normale de chacun des appuis A», A'^. 

On voit sans difficulté que 

2N = 2/?Rsin0 ou N = /?Rsin0, 
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force doBt le moment, par rapport à A, est 

(a) — /?R'sine(cos05— COS0). 

La résultante des forces continues agissant sur Âo A, passe 
par le milieu de Aoa, a pour expression p. A a et son moment, 
par rapport à A, est 

(b) ' — — {cos9o— cos0)(sin0 — sinôj. 

Nous avons donc, en faisant la somme des expressions (a), 

(3) oiL = ~^|^sin(0-ejH- 5_ J. 

En substituant celte valeur dans Téquation (i), on en trou- 
vera facilement une intégrale particulière a'. On déterminera 
les constantes A, e et celle qui résulte de Tintégration de 

du 
réquation(2), aumoyen des conditions suivantes : i*»-^ =zo, 

qui exprime qu'en Ai la tangente est restée horizontale après 
la déformation; 2° A6 = o, pour ^o = o; 3° rô pour 0o ~ n'a 
pas changé de valeur ou 



Uve 



tang0. 



2° Poutre qui se trouve dans les mêmes conditions que la 
précédente, à cela près que, par suite d* arrêts disposés en con- 
séquence, ses extrémités ne peuvent pas se déplacer horizon- 
talement, — Soit Ni l'intensité des réactions horizontales» évi- 
demment égales entre elles, des deux arrêts. Au lieu de la 
formule (3), nous aurons la suivante.: 

/o/» «vrr pl^T • /^ f.\ sin20„--sin20l xt «/ • ^ • ax 
(3') arL=:i- — sin(0 — ÔJh ^- — NjR(6in0 — sinôo). 

Si nous avons ici une inconnue de plus Ni» au lieu de la 
dernière des conditions du cas précédent, nous en avons deux, 
savoir ii = o, A9 = o, pour 6o = 0> qui expriment que cha- 
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cun des points A„ A', reste fixe, et le problème est complète- 
ment déterminé (^). 

189. Exemple de calcul d'une torsion et d'une flexion 
simultanées t sans qu'il soit nécessaire de supposer les dépla- 
cements très-petits. — Ressort à boudin. — Considérons une 
portion d'hélice comprenant un nombre entier de spires, et 
dont les extrémités soient ramenées vers l'axe par deux 
courbes identiques situées chacune dans un plan perpen- 
diculaire à cet axe: en projection sur le plan de Tune d'elles, 
ces deux courbes sont symétriquement situées par rapport au 
diamètre qui joint les extrémités de l'hélice. 

Concevons qu'un, cercle se meuve normalement au sys- 
tème de l'hélice et des deux courbes de raccordement, que 
son centre est censé décrire; on obtiendra un solide qui, 
formé d'une matière élastique, constituera un ressort à bou- 
din. 

En fixant à un point invariable l'une des extrémités du res- 
sort, de manière que l'axe de l'hélice soit vertical, on fera 
fonctionner l'appareil en adaptant un poids Q à son extrémité 
inférieure. 

Les courbes de raccordement ont pour objet de maintenir, « 
à très-peu près, les extrémités de la fibre moyenne dans la 
même verticale, comme l'indique l'expérience. Ce fait sera 
théoriquement justifié d'ailleurs, en raison de ce que le 
moyen moment de flexion pour chacune des courbes est 
d'une faible importance, si, en admettant qu'il ait lieu rigou- 
reusement, on trouve que la fibre moyenne déformée reste 
une hélice. 

Soient 

a% le complément de l'inclinaison sur l'axe du cylindre, de la 
tangente à l'hélice non déformée; 

, : . ■ ■ - -. - - — — — . — . — — . — . - -- . - -^ — . 

(*) Nous avons fait quelques autres applications intéressantes de la for- 
mule (1) dans les Mémoires suivants, auxquels nous renverrons le lecteur : 
Serrage des bandages des roues du matériel des chemins de fer {^Annales des 
Mines y iSSg); Effets mécaniques du murleau'pilon américain {Annales des 
Mines, 1872); profil rationnel des segments d'un piston de machine à 'vapeur 
{Annales des Mines, i874)> 

n. 9 
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Ro le rayon du cylindre ; 



COS'a^ " Sina^COSa^ 



les rayons de courbure et de cambrure de l'hélice; 
r le rayon du cercle générateur dont le moment d'inertie, pa 



7rr* 



rapport à son axe, est — et relativement à un diamètre 



71 r< 



II serait assez difficile, dans la supposition que les deux 
extrémités du ressort restent sur la même verticale, de dé- 
montrer analytiquement que, quelque grande que soit la dé- 
formation, la fibre moyenne reste une hélice; mais nous éta- 
blirons synthétiquement ce théorème, en faisant voir qu'il 
satisfait aux équations du problème. 

Nous conserverons pour Thélice déformée, les mêmes no- 
tations que pour Thélice primitive en supprimant l'indice o. 

Considérons une section transversale quelconque et décom- 
posons la force Q en deux autres. Tune Qsina comprise dans 
>le plan osculateur à l'hélice, elTautre Qcosa perpendiculaire 
à ce plan. Ces deux composantes remplissent les conditions 
voulues pour, déterminer respectivement une flexion simple 
et une torsion. Nous aurons ainsi ( 183) 

— r- )= — QRsma, 

E:(i-i)= Q»cos.. 

Posant pour plus de simplicité J*^ , = K, — —^ = K' et, en- 

fin, remplaçant les rayons de courbure et de cambrure par 
leurs valeurs fournies par les formules (i), on trouve 

COS'a COS^a. ___. . 

— ^ 5—^ =~ KRsina, 

sinacosa sina.cosa„ ^^.^ 

n n = K'Rcosa. 
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Il nous reste à prouver que ces deux équations donnent 
pour a et R des valeurs réelles et positives. En éliminant 

d'abord entre elles les termes en ^ 9 on obtient 

xi 

te 

ji_ C 08a,sin(a~ao ) 
^'*' R. K'cos^a-hKsin^a' 

et en portant cette valeur dans la première des équations (2), 
on trouve 

, I BJcosa(K'cos'a-4-Ksin»a)» 

(4) l 

( — cos'aoSin(a — aJ(K'cosaj,cosa-f-Ksinaj,sina) = o. 

Il faut que cette équation en a ait au moins une racine 
réelle comprise entre «o et -> et c'est ce qui a lieu effective- 
ment, puisqu'en substituant successivement ces deux limites 
on obtient des résultats de signes contraires. 

En prenant tanga pour inconnue, l'équation (4) se ramène 
à une équation du quatrième degré. 

Nous ne nous arrêterons pas au cas des petits déplacements 
qu'il est facile de traiter, ni au détail du calcul relatif aux 
conditions de résistance qui sont les suivantes : 

Qsina/ R\ _^^QBcosa 
i> â-lï-+-4-)» Ji,p> 5 — ) 



§ V. — Fibrations des corps élastiques. 

190. — Lorsqu'un corps élastique est déformé sous l'action 
de forces extérieures, chacun de ses éléments matériels exé- 
cute une série de petits mouvements par rapport à la position 
de cet élément qui convient au nouvel état d'équilibre, si les 
forces extérieures sont permanentes, ou à la position primi- 
tive si, au contraire, ces forces viennent à cesser leur action 
dès que la déformation est produite. 

Ces mouvements, d'une faible amplitude et qui sont très- 
rapides, sont appelés mouvements vibratoires ou vibrations. 

La force vive vibratoire, en se communiquant graduelle- 
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ment aux particules du milieu ambiant et aux supports du 
corps, finit par devenir insensible ou s'annuler, et l'équilibre 
s'établit au bout d'un temps plus ou moins long. 

Dans les questions de celte nature que l'on a à étudier au 
point de vue physique, les molécules des corps vibrants ne 
sont soumises qu'à l'action d'une seule force extérieure qui est 
la pesanteur; et, comme les équations du mouvement vibra* 
toire sont linéaires, on peut faire abstraction de cette force, 
que l'on peut considérer comme constante, conformément à 
ce que nous avons vu au n^ 65; ce qui revient à rapporter ce 
mouvement aux positions d'équilibre que prendraient les 
molécules sous l'action de la pesanteur. 

Nous allons étudier, dans quelques cas particuliers simples, 
le mouvement vibratoire d'un corps élastique. 

§ VI. -— Cordes vibrantes, 

191. — Soient A, B deux points invariables auxquels sont 
fixées les extrémités d'une corde suffisamment tendue pour 
qu'on puisse regarder sa fibre moyenne comme rectiligne 
et dont nous supposerons les dimensions transversales assez 
petites pour que l'on soit ramené à la considérer comme un 
simple fil élastique. 

Concevons que, sous l'action d'efforts extérieurs, on donne 
à la corde une forme curviligne très-aplatie, ou telle que 
l'inclinaison de la tangente sur AB soit assez petite pour en 
négliger les puissances supérieures à la première; puis que, 
ces efforts venant à cesser, on abandonne la corde à elle- 
même ou que l'on imprime des vitesses initiales à ses diffé- 
rents points ; elle exécutera une série d'oscillations dont nous 
nous proposons de déterminer la loi. 

Soient 

Tt la tension de la corde à l'état d'équilibre; 

A l'origine des coordonnées; 

AB la direction de l'axe des x\ 

Aj, A^ deux axes rectangulaires perpendiculaires à AB; 

X l'abscisse, parallèle à kx, d'un point m; 
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Tt la tension de la corde avant la déformalion ; 

x-^Uy y^ z les coordonnées du même point à un instant 

quelconque du mouvement vibratoire; 
T la tension correspondante en m; 
/ la longueur primitive AB; 
p le poids de Tuniié de longueur de la corde; 
mw! = ds un élément de la corde déformée. 

Au degré d'approximation adopté, il nous est permis de sup- 
poser ds:=:d[x -\-u)=:dx~\-du^ ct négliger les termes du 
second ordre en «, r et z. 

La dilatation en m étant -^9 nous pourrons poser 

CkX 

q étant une constante dépendant de la nature et de la section 
de la corde, que l'expérience fera connaître. 

Si Ton exprime que, en projection sur les trois axes, 

as ax 

et les forces d'inertie se font équilibre sur l'élément mm' y 

on trouve 

<f T _^ p d^ii 

dx ~ g dt' 

dx \ dx) g dt* ' 

d /^ dz\ _pd^z 
dx \ dx) ~ g dt^' 

d'où, en vertu de la formule (i), 

(a) 




(3) 

I a'z _/ 

\ HF " p 

192. Vibrations irans^^ersales. — Les équations ( 3 ) dont dé- 
pendent ces vibrations étant identiques, il nous suffit d'étudier 
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l'une d'elles, la première par exemple, pour connaître les pro- 
priétés du mouvement définies par chacune des deux autres. 
En posant, pour abréger, 

(4) a' = ^, 

P 

l'équation dont il s'agit devient 

(5) î^^ = «^^. 

Elle est satisfaite par toute expression de la forme 

y ~ M sin (/??«/ -f- ô)sin(/ifa:-hÇ), 

dans laquelle M, m, d, \ sont des constantes arbitraires, par 
suite, par la somme de toutes les expressions semblables, 
obtenues en donnant toutes les valeurs imaginables à ces con- 
stantes. Or on doit avoir / = o, pour ^ ±= o, et ^ = /, quel 
que soit /; ces conditions seront satisfaites en supposant 

Çr=o, m = — j £ étant un nombre entier positif. Nous 

sommes ainsi conduit à poser 

(6) ^'=2di=.r V »^^° — ^-- -hB.cos — ^-j sm -j-x 

kif Bi étant des constantes qui dépendent des conditions 
initiales du mouvement et que nous allons maintenant déter- 
miner. 
Soient 

les fonctions de x supposées données, qui représentent For- 
donnée et la vitesse d'un point quelconque de la corde à l'in- 
stant initial, nous aurons, entre les limites x -~ o, a:= /, 

ITZX 

j 



(7) ( 



iizx 

7 
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d'oiiy en multipliant par sïn —j-dx et intégrant de o à /, 

Ces formules, comme on le sait, ne supposent pas que les 
courbes représentées par les équations 

r = F(x), r = /(-^) 

soient continues; ces courbes peuvent être formées d'arcs de 
courbes différentes, mais qui devront naturellement se rac- 
corder entre eux. Les intégrales ci-dessus se composeront 
chacune de la somme des intégrales relatives à chacune des 
formes de F ou/, dans les limites correspondantes de x, entre 
lesquelles elle est applicable. 

Chacun des éléments de la somme 2, pour une même valeur 
de t, correspond à une sinusoïde et Ton voit que le mouve- 
ment de la corde résulte de la superposition d'une infinité 
d'ondulations sinusoïdales. 

Chaque point de la sinusoïde de Tordre i reprendra la po- 
sition et la vitesse relatives à un instant quelconque, lorsque 

— .— augmentera de 27r. Si donc on désigne par n la durée de 

l'intervalle correspondant, ou de la vibration, et par n, = — 

le nombre de vibrations exécutées dans l'unité de temps, on 
aura 

iar, 
— ■ = *k 



d'où 






Lorsque les coefficients Ai et B, ne seront pas nuls simulta- 
nément, tous les points de la corde reviendront à la même 
position, au bout du temps Ti, après avoir exécuté un nombre 
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de vibrations exprimé par 

qui correspond, en se plaçant au point de vue de l'acoustique, 
au son fondamental. On sait d'ailleurs que toutes les consé- 
quences que Ton déduit de la formule (9) ont été vérifiées par 
l'expérience. 
Les valeurs croissantes de /i/, 

2/Zp 3/1,, 4/1,,..., 

définissent les harmoniques successifs du son fondamental. 
D'après M. Helmholtz, la qualité du timbre résulte de la coïn- 
cidence du son fondamental et de ses six premiers harmo- 
niques et dépend des valeurs des A,- et B/ de / = i à 1 = 6. 

Supposons que, par suite des conditions initiales du mou- 
vement, on ait 

(10) A,= o, B,= o, 

pour toutes les valeurs de 1 qui ne sont pas multiples d'un 
nombre entier donné m. La formule (6) ne renfermant que des 

arcs multiples de mi: —» l'état et la position de la corde rede- 
viendront les mêmesy toutes les fois que at augmentera d'un 

2/ 
multiple de — et l'élévation de ton dépendra du nombre 

_ am _ m 

Tmzx 
La formule précitée ne contenant que des multiples de — ^> 

on aura constamment ^ = pour les points équidislants N, 
N', . . . de la corde, définis par 

/ 2/ 

m m 

et ces points, au nombre de m — i, resteront immobiles, 
comme les points extrêmes A et B, pendant toute la durée du 
mouvement, ce qui leur a fait donner le nom de nœuds de 




• . 



GOIBBS TIBIAKTBS. l3^ 

Vibrations. Ces points» à l'origine du mouvement» n'ont pas 
été écartés de la droite AB et n'ont reçu aucune vitesse ini- 
tiale. 

Les arcs ACN, NCN'»..., situés alternativement de part et 
d'autre de la droite AB, vibreront comme des cordes isolées 

de longueur-i, et la durée de leurs oscillations sera ^. 

^ m ma 

La manière la plus simple de satisfaire aux conditions (lo), 
eu égard aux relations (7), est de prendre» en appelant h une 
constante» 

F(ar) = /j8m— ^) f(x) = o, 

ce qui suppose que» à l'origine» la vitesse en chaque point 
était nulle et que la corde était formée de m parties égales» 
situées alternativement d'un côté et de l'autre de AB. On a 
alors ( ' ) 

- . mitx mirât 
^ = A sin cos — - — • 

193. Vibrations longitudinales,— L'étude de ces vibrations 
conduit à des résultats identiques aux précédents; la seule dif- 
férence consiste en ce que la considération des sinusoïdes 
ayant x pour abscisse et u pour ordonnée ne constitue qu'un 
mode de représentation géométrique. 

Si n'i est le nombre des vibrations exécutées dans l'unité de 
temps» définissant le son fondamental» on a 



' ^iM P 




'SI 

d'où 



(0 



relation qui a été vérifiée expérimentalement par Cagniard- 
Latour. 



(') Voir le Cours de Physique mathématique de M. Emile Mathieu, p. 19, où 
l'auteur détermine les valeurs des coefficients A^ et B,- lorsque la corde pincée 
en son milieu a, à Tétat initial, la forme d'un triangle isoscèle. 
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§ VIL — Mouvements vibratoires des prismes. 

194. Supposons qu'un corps homogène cylindrique ou pris- 
matique se trouve dans des conditions telles qu'il ne puisse 
éprouver» en dehors des déplacements longitudinaux, qu'une 
flexion simple et une torsion. 

Nous aurons dans cette hypothèse à étudier : 

Les vibrations longitudinales ; 

Les vibrations transversales ; 

Les vibrations tournantes ou dues à une torsion initiale; 

Ces trois espèces de vibrations sont indépendantes Tune de 
l'autre (') et peuvent être étudiées séparément, comme on Je 
reconnaîtra d'ailleurs par ce qui suit. 

195. Vibrations longitudinales, — Prenons pour axe des x 
la direction de la fibre moyenne à l'état naturel, en laissant 
indéterminée la position de l'origine. 

Soient 

X, x-^ u les abscisses d'une section transversale, à l'étal na- 
turel du corps et à un instant quelconque du mouvement; 
p Je poids spécifique de la matière; 
/ la longueur du prisme. 

Conservons d'ailleurs les notations du n*" 183. 

Il est clair que la dilatation longitudinale a pour exprès- 

du 
sion -j- • 
dx 

Si maintenant nous exprimons qu'un élément du prisme, 
déterminé par deux sections infiniment voisines est en équi- 
libre, sous l'action des forces extérieures et de la réaction de 
l'inertie, on voit sans peine que l'on a 

_^//« _,^ fdu d^u ,\ ^ p y d^fi 



dx \dx fltr* y g dt 



) 



(*) n n'en est généralement pas de même pour les lamea curvilignes. Foir 
à ce sujet la Note placée à la fin du Chapitre. « 
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d'où 

en posant 

(2) a' = 5^. 

Nous allons maintenant examiner les cas principaux qui 
peuvent se présenter. 

1** Les deux extrémités du prisme sont encastrées, — Il est 
clair que Ton rentre icf dans le cas des vibrations longitudi- 
nales d'une corde; on a donc, pour la durée des oscillations 
et le nombre de ces oscillations, exécutées par seconde, dans 
le cas du son le plus grave ou du son fondamental, 



•.=^V-eV "'^hs/^ 



21^ L'une des extrémités du prisme est encastrée, tandis que 
Vautre reste libre. — En plaçant l'origine à l'encastrement, 
on a les conditions 

du rir. du , 

u = o, ~ = o, pour x = o; En — = o, pour x — l, 

qui seront satisfaites, en même temps que l'équation (i), en 
posant 

I étant un nombre entier quelconque. 
Si, pour f =0, on a 

u = ¥(x), J=/(x), 
on aura, en opérant comme au n** 192, 

\ (11 -i- 1)1:0 Jo ^^ 
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La durée d'une vibration relative au son fondamental sera 



= ^' = 4/v/^ 



c'est-à-dire le double de celle qui avait lieu dans le premier 
cas; donc le son longitudinal d'une verge fixée seulement par 
une extrémité est à un octave au-dessous du son de la même 
verge fixée par ses deux bouts. 

3** Le prisme est complètement libre. — L'origine se trou- 
vant en un point quelconque de la fij^re moyenne, on a 

En-7- — o, 

{Le 

pour j; = o et 07 =:: /; on satisfait aux conditions du problème 
en posant 

u = jj ¥{x)dx-hjy ces -j- CCS —2— / cos-r^F(x)^ 

+ ^jy(x)^+-2,.^ -cos-^sin-^j^ cos-p/(x)«£r. 

La durée d'une vibration et le son fondamental sont par 
suite les mêmes que lorsque le prisme est fixé par les deux 
bouts, ce qui est conforme à l'expérience. 

4° Prisme vertical pesant y dont une extrémité est fixe et 
Vautre soumise à l'action d'un poids Q. — Nous avons 

(lu 
tt=o, ~ = o, pour j: = o, 

Nous pouvons remplacer u par u-+- ^,-7^? ce qui ne modifie 

pas la forme de l'équation (i), et les conditions précédentes 
deviennent 

dii 
tt = o, -j- = o, pour j: = o, 
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On satisfait aux deux premières, ainsi qu'à l'équation pré- 
ci lée, en posant 

(3) u=l {X^sïnmai -h B^cosin^?^] sinmx, 

AjR, B„, m étant les constantes arbitraires. 

En exprimant que chaque élément de cette somme satisfait 
à la troisième des conditions (a), on trouve 

(P) «./tang«./ = l0i = f^. 

Cette équation en m a une inGnité de racines réelles, deux k 
deux égales et de signes contraires; mais il sufGt de substi- 
tuer les racines positives dans l'expression (3), puisqu'un 
couple de racines de signes contraires donnerait deux termes 
de même forme qui se réduiraient à un seul. 

Désignons parmi, nts, ..., m;,... les racines positives de 
l'équation ((3) rangées par ordre de grandeur, nous aurons 



^f(x) = lmA„.smm.a:, 



¥{x) = iB^.sin/w^x, 

(7) 

f a 

d'où 

¥'[x) = Zm.B^cosmiXy 

i/'(j:) = 2iw?A„.cosiiF..r. 

Multiplions ces deux dernières équations par cosniitxdxy 
V étant un nombre entier quelconque, et effectuons les inté* 
grations entre les limites o et /, nous aurons 

/ F^ ( X ) cos m^x , dx = 2. ^fim. I cosmiXCOsm.,x,dXf 
- I /•(j:)cos/w^,x.fltr =\ ^i ^m I cosm^xoosmjfX.dx. 

Or on a, pour i' == i. 



X 



cos*/»i x.dx = - — (a/Wj/ -h 8in2i7tj/), 
o 4 '''i 
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et pour i' différent de i 

( m} — f^i) I cos m., xcosm^jc.dx 
•/a 

= cos/Wj / cos m^, l ( nip lang m^l—m. tang m^l), 

expression qui est nulle d'après Téqualion (P) que doivent 
vérifier nii et m,'. Les intégrales qui multiplient les coefficients 
autres que A,- et B<- étant nulles, il vient 



r Jo 



"t 2/w../-f- sin2/Wi-^/Q 
A„ = ; i- — : 7T / f'{x)cQsm.x,dx. 



m 



196. Examen du cas où la masse de la tige est très-petite 
par rapport à celle de la charge. — Si le poids et Tinerlie de 
la tige sont négligeables par rapport à ceux de la charge» la 

dilatation -r- sera la même en tous les points de cette tige 

w 
pour chaque valeur de /, et égale à y? w étant Taccroisse- 

ment éprouvé par la longueur primitive /. 
Comme la vitesse de translation de Q est —j-') on a 



d'où 



Q/ 

w = -= — f- 

Ea 



Mcosy-ôf^-^Nsiny^-ôf/, 



M, N étant deux constantes qui dépendent de Tétat initial du 
mouvement. 

Si Ton remarque que ^jz est l'allongement permanent que 

subirait le prisme sous l'effort statique Q, on voit que Tex-. 
trémité de ce prisme est animée d'un mouvement oscilla- 
toire de part et d'autre de celle de ses positions qui corres- 
pond à l'état d'équilibre, et que la durée d'une oscillation est 

/"qT 
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Si w= o, -.j =z o pour / = o, ce qui aura lieu lorsque Ton 

adaptera, sans vitesse initiale, le poids Q à Textrémité du 
prisme, on aura 



tv 



L'amplitude de l'oscillation est égale à -^ffi ou au double 

de l'allongement relatif à l'équilibre. 

On voit, d'après ces considérations, combien il est impor- 
tant de tenir compte des circonstances qui accompagnent la 
mise en charge d'un prisme relativement aux conditions de 
résistance qu'il doit remplir, puisque, dans l'exemple précé- 
dent, il faut que la section du prisme soit double de celle qui 
est nécessaire pour supporter l'effort statique. 

197. Fibrations transversales. — Prenons pour axe des x la 
direction de la fibre moyenne à l'état naturel, et pour axe 
des y une perpendiculaire en un point de cette droite dans 
le plan de flexion ou d'oscillation. 

Soient 

y l'ordonnée, au bout du temps t, du point de la fibre moyenne 

qui a X pour abscisse ; 
T la force élastique de glissement dans la même section. 

Nous continuerons à désigner par I le moment d'inertie de la 
section du prisme par rapport à la parallèle à l'axe de flexion 
menée par son centre de gravité. 

Si nous considérons un élément de prisme déterminé par 
deux sections infiniment voisines, nous aurons, en projec- 
tion sur l'axe Oj, 



(i.S^)-|a*5:=«. 



d'où 
Il nous reste maintenant à établir l'équation des moments 
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relativement à la perpendiculaire Gz au plan de flexion, 

menée par le centre de gravité G de l'élément dont il s'agit. 

L'accélération angulaire autour de Gz est évidemment la 

dérivée seconde, par rapport à t, de l'inclinaison -^ sur Ox 

de la tangente à la courbe, ou , ^ ; le moment d'inertie du 

même élément étant l.-dx, il vient 

S 

dx (r^_^dT \dx v^d^y ^vrld'y^d'x \ p d^j 
d'où 

En portant cette valeur dans l'équation (i), et posant, pour 

abréger, 

4 El/? ,, I 
pH o, 

on obtient 

/ox d^Y .dW ,» dW 

1° La pièce repose sur deux appuis. — Soit / la distance 
des deux appuis à l'un desquels nous placerons l'origine des. 
coordonnées. 

Pour x = o, x = it on a non~seulement 

r = o, 

mais encore 

d^r 
^ = ^' 

El 

pour exprimer que le moment d'élasticité — est nul sur les 

r 

deux bases du prisme. 
On satisfera à ces deux conditions en posant 

jr= 2UiSin-^î 

/ étant un nombre entier quelconque et Ui une fonction de / 
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seulement^ satisfaisant à Téquation différentielle 

qui résulte de la substitution de la valeur ci-dessus de/ dans 
réquation (3). On déduit de là 

U. = A,8in - -t- B.cos - ï 

Ai, Bj étant deux constantes arbitraires. Nous pourrons donc 
écrire 



iltX 



(4) ^ = > ( A.sm =• -h B.cos — - i sin -7 

et nous aurons, pour déterminer les ki et Bi, les conditions 

^^p(^)^2fB,8inî^, 

qui déQnîssent l'état initial du mouvement, entre les limites 
ar = o, x= l; d'où 

B^ = 2- / F(j:)8m -j-dx. 

D'après la forme de l'intégrale (4) nous voyons que, en con- 
sidérant l'ensemble des vibrations, chaque point de la fibre 
invariable ne reviendra pas exactement, en général, à sa posi- 
tion primitive au bout d'un laps de temps déterminé; mais, si 
nous n'avons égard qu'au son principal correspondant à i = i, 
la durée ti d'une vibration est donnée par la formule 



d'où 



n^a\ 


■ ait. 


l^/n'b'-^P 






5 



II. 10 
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et l'on a pour le nombre ni de vibrations exécutées par seconde 



/2. = 



Tra' 



Si la section du prisme est assez petite par rapport à sa Ion- 

b^ I 

gueur pour que Ton puisse négliger tt' ^ = tt' qj, devant 

l'unitéy il vient tout simplement 



_ 1^ _ '^ I^S 



Clp 

2® La verge est encastrée par une extrémité et l'autre reste 
libre.-- Nous supposerons pour plus de simplicité que la verge 
est assez mince pour que nous puissions négliger le terme 
en 6% et écrire 

En plaçant l'origine à l'encastrement, nous aurons les condi- 
tions 



(6) r = o. ^ = 0, 



El 

Pour la base libre, on doit avoir — = o, T = o; par suite, en 

ayant égard à la valeur (t) de T, dont nous considérons le 
second terme comme négligeable, et appelant /la longueur de 
la verge, nous aurons ces conditions 

<7) 5? = ^' 7Z?=^' pourx=:/. 

L'équation (5) sera satisfaite en posant 

/ = r sin m^a^t -+■ s cos/w'fl*/, 

m étant une constante et r, s deux fonctions de x seulement, 
définies par les équations 

(8) ^ = '^'"' d^ = '»'- ' 
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Si Ton intègre ces deux équations» que l'on exprime que r 
et s substitués a y satisfont aux conditions (6) et (7), on 
trouve que m doit satisfaire à l'équation 

(9) (c*'-f-tf~'^)cosm/ — a = o, 

et, en posant 

( X„= (c*'H-r-""-- acos/w/)[8inmar-h {(tf^— ^-"")] 
( — (c*'— c-'"'--asiniw/)[cos/iix-4-|(e^'-4- e-"^)], 

que 

jr = X^ (A„ sinmi'a^t -f- B„C08/w*a*r), 

expression dans laquelle A« et B« désignent deux constantes 
arbitraires. 

Enfin on voit que Téquation (5) sera satisfaite, ainsi que les 
conditions (6) et ( 7), par 

(11) y— 2X^(A„8mm'û'/-+.B^C08m'fl'/), 

le signe 2 se rapportant à toutes les racines réelles positives 
de l'équation (g), auxquelles les racines négatives sont res- 
pectivement égales en valeur absolue. 

Il nous reste maintenant à déterminer les Â« et B», de ma* 
nière à satisfaire aux conditions 

(12) r=F(x), ^ = /(x), poar/ = o. 

L'équation (5), multipliée par X« dx et intégrée entre o et i, 
donne 

mais, en intégrant successivement par parties, on a 



/ 






- L - 5? ~ Ite^ a? "^ ^bF dx dj? •'^J,^, jo dj*' ^'"' 



10. 
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OU tout simplement, en vertu des conditions (6) et (7), aux- 
quelles satisfont y et X«, 



fSg^^t^r^. 



OU encore, en ayant égard aux équations (8), auxquelles X«, 
doit satisfaire. 



L'équation (i3) devient, par suite, 

et a pour intégrale 

(14) / ^H^ydx = C^sina'm»/ -+-D„cosa'/w'/, 

eu» D« étant deux constantes arbitraires, que Ton déterminera 
par les conditions (12) qui donnent 

(i5) \ î ' 

Portons maintenant dans Téquation (i4} la valeur (11) de j; 
pour toute racine m* de l'équation (9), différente de m, les 
termes en sin'm'^a'^, cosm^'a'^ doivent disparaître après la 
substitution, de sorte que l'on a 



L 



l 

X„X^£ir = o; 
o 



mais, pour le cas de m!=rmy l'équation (i4) donne 
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et les coefpcients de A» et B» se trouvent ainsi déterminés. 

3^* La pièce est complètement libre. — Ce cas se traite 
comme le précédent» en remplaçant les conditions (6) par les 
suivantes : 

5? = ^' 5? = ^' pourx = o, 
que l'on devra joindre aux conditions (7 ). 

198. Des vibrations tournantes. — Considérons un cylindre 
circulaire et supposons que, après lui avoir fait subir une 
torsion, on l'abandonne à lui-même; chacun de ses points 
exécutera des oscillations circulaires, dont nous nous propo- 
sons de trouver la loi. 

Comme au n** 183 (Torsion), dont nous conserverons les 
notations, nous désignerons par 0^ l'axe du cylindre. 

Soient 

ip l'angle que forme pendant le mouvement, avec sa position 
naturelle, un rayon déterminé de la section correspondant 
à l'abscisse^; 

vj; + -~ (/^ l'angle semblable relatif à un rayon d'une section 

infiniment voisine. 

Les deux sections jayant glissé l'une sur l'autre de l'angle 

ddf , « 

jr^ dl, il en résulte que le glissement des fibres rapporte a 

l'unité de distance est 

et Ton a, pour le moment de torsion dans la première des sec- 
tions 

Le moment résultant, pour l'élément de volume limité par 
les mêmes sections, est, par suite. 
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or le moment d'inertie de cet élément, par rapport à 0^, étant 



S 



Ixj il en résulte que 






d'où 

équation identique à celle dont dépendent les vibrations lon- 
gitudinales et dont on déduira les mêmes conséquences. 
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NOTE. 



MOUVEMENT VIBRATOIRE d'uNE LAMB GIRGULAIBB. 



Soient 

le centre de la circonférence formée par la fibre moyenne; 
p^ son rayon; 

ù> la section de la pièce ; 

1 son moment d'inertie par rapport à la perpendiculaire au plan de la 
circonférence passant par son centre de gravité ; 

E lo coefficient d'élasticité et p le poids spécifique de la matière; 

a^ d à&^\ points infiniment voisins de la fibre moyenne à l'état naturel ; 

9, -f- dO les angles que forment les raycms Oa, OÔ' avec la direction Ox 

d'un diamètre déterminé ; 
7- = pji + tt), 9 + cv ce que deviennent le rayon O^i et l'angle après 

la déformation, u et w étant supposés assez petits pour que Ton puisse 

en négliger les secondes puissances ; 

— N, N -h -^ dO, — T, T -+- -^ rfO les composantes élastiques dévelop- 
pées suivant le rayon et sa perpendiculaire en a et d\ 

^, — (dit -h -^- dPy\ les moments des couples élastiques dans les 
mêmes sections ; 

X -^ 6>Po/^, Y ^ ùip^dQ les composantes suivant le rayon OG, mené au 

centre de gravité G, milieu de l'arc aa'y et suivant sa perpendiculaire 
des forces qui agissent sur l'élément limité par les sections normales 
en a et a'. 

En projetant sur les directions de X et Y, on trouve 

^ £/0 - TrfÔ -+- X ^ o^p.dB = G, 

-ird^-^ Nde -+- Y — wp«£^ = o, 
a© g" 

et, en prenant les moments par rapport au point a, 
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d'où 

/ rf N _ ^ p 

(i) / _.-4.N-+-Y|.<^P. = o, 

\ £/ô ""■ a * 

En différentiant les deux dernières de ces équations, par rapport à 6, 
et éliminant N, au moyen de la première, on obtient 

On a, diaprés la formule (2) du n"" 488, en y remplaçant A9 par w^ pour 
la dilatation de la fibre moyenne, 

d'où 

(3) T = E«('5^«). 

D'autre part, p étant le rayon de courbure de la pièce déformée, on 
a, en se reportant au même numéro, 

— »(rs)=-"(S-") 

et 

X-~Po;^) Y-~p,.^, 
par suite, 

i d^ (dw 



(4) 



d^ [dw \ dw p pî d} [dw \ 

md^/d^u \ pi p d'u p.- /dw \ 



Si Ton pose p^dB = dx, Po" = J) Po^ = *» P^îs que Ton suppose 
p^ = 00 , on trouve 

d^z p d*z 



= 0, 



djc' gEdxdt^~ ' 

Jil -7-; H W —7T- = 0. 

fltr* s dt^ 
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La première de ces équations n'est autre chose que la dérivée, par rap- 
port à x^ de l'équation des vibrations longitudinales d'un prisme, et la 
seconde l'équation des vibrations transversales d'une lame élastique. 

Revenons à notre sujet. Les équations (a) deviennent incompatibles 
lorsque Ton y suppose «^ = o ou u = o, d'où il suit qu'une vibration lon- 
gitudinale ne peut pas se produire sans donner lieu à des vibrations trans- 
versales, et vice versa. 

En posant » 



(5) 



f*' 


,, 




e' 


v' 


= 


p_ 


P> 
aEl' 


y? 


=r 


PÎ». 
El' 


dw 
d% 


■+- « = 


= 2J, 



(6) 

les équations ( 4 ) deviennent 

^'' ^ d* (du-' \ ^<i'u , 

Si nous supposons que la pièce soit encastrée en son milieu et que 
son angle au centre soit 2O,, nous avons 

(8) 11 = 0, 5^ = 0, pour Ô = o, 

et 

T = o, N == o, 01L = o, pour = 0„ 

ou, en ayant égard à la troisième des équations (i), 

, , d fd^u \ d^u 

^91 ^ = ^' 5êV^-*-")=^' 5F-^" = ^- 

Nous ne chercherons pas à intégrer les équations (7], en satisfaisant 
aux conditions (8) et (9), notre but étant seulement d'établir que chaque 
système de vibrations ne peut exister indépendamment de l'autre. 
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CHAPITRE XIL 

DE L'ÉQUILIBRE DES FLUIDES 



§ I. — Généralités. 

199. Équations générales de l'équilibre des fluides. — Nous 
avons vu (3S) qu'un fluide est un système matériel tel, que 
la pression sur un élément plan, mené par un point de la 
masse, lui est normale et conserve la même valeur, quelle 
que soit l'orientation de cet élément. 

Soient 

p la densité d'un fluide en l'un de ses points m, dont les coor- 
données, par rapport à trois axes rectangulaires, sont x^jr^z; 
p la pression en ce point. 

La densité variera avec la pression et la température, sui- 
vant une certaine loi, qui dépendra de la nature du fluide. 
Nous supposerons que la température est elle-même une fonc- 
tion connue de x^ /, ^, de sorte que nous pourrons écrire 

(0 ■' p = /C/', ^» 7» «), 

la forme de la fonction / étant une donnée de la question. 

D'après le n"" 156, on a, pour les équations d'équilibre d'un 
fluide, 

qui, jointes à la relation (i), permettront de trouver les ex- 
pressions de p et /> en fonction de Xy /, z. 
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En faisant la somme de ces équations» multipliées respec* 
tivement par dx, dy, dz, on obtient 

(3) dp=: p(Xdx-+-Ydx -h Idz) 

et l'on voit ainsi que, pour qu'il y ait équilibre» il faut que 
l'expression 

soit une différentielle exacte, dont nous désignerons l'inté- 
grale par Y[x, Xy z). Nous aurons ainsi 

(4) /7 = F(:r,7,*)-HC, 

C étant une constante arbitraire» que nous déterminerons, 
connaissant la pression en un point donné. 

Lorsque le fluide ne remplit pas exactement le vase dans 
lequel il est contenu, il est nécessaire qu'il s'exerce, sur 
chaque élément de la surface libre, une pression qui derra 
satisfaire à l'équation (4)- 

Lorsque 

Xdx -hYffy-^Zdz 

est la différentielle exacte d'une fonction f des coordonnées, 
on a 

(5) dp = pdff, 

ce qui exige que p soit une fonction de p ou une fonction de 9. 
Si les différents points de la masse ne sont soumis à l'action 
d'aucune force extérieure ou que 

X = o, Y=o, Z = o, 
on a 

dp==o, 

de sorte que la pression est constante dans toute la masse. 
Dans le cas d'un liquide supposé incompressible, p étant in- 
dépendant de p, il faut que la température soit uniforme. 

Supposons qu'un liquide, qui n'est soumis à l'action d'au* 
cune force extérieure, soit renfermé dans une enveloppe et 
concevons que l'on remplace deux portions &>, tù' de cette en* 
veloppe par deux pistons; en exerçant, au moyen du premier, 
une pression p sur .&>, d'après ce que nous venons de voir, il 
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faudra, pour ne pas troubler l'équilibre, exercer la même pres- 
sion sur a>'. Soient ds, ds^ les déplacements virtuels des deux 
pistons, considérés comme positifs ou négatifs, selon qu'ils 
ont lieu ou non dans le sens de la pression, on a, pour la 
condition relative à l'invariabilité du volume, 

d'où 

p^$s •+• ptù'Ss' = o, 

équation qui s'étend à un nombre quelconque de pistons et 
qui exprime que, lorsque l'on s'impose la condition que le 
volume ne varie pas, le principe du travail virtuel se vérifie 
pour une masse fluide dont les éléments ne sont soumis à 
l'action d'aucune force extérieure, sans qu'il y ait lieu de 
faire intervenir le travail virtuel moléculaire. 

200. L'expression de surface de niveau^ dont nous nous 
sommes servi dans plusieurs circonstances, est empruntée à 
l'Hydrostatique. 

On appelle surface de niveau^ dans un fluide en équilibre, 
toute surface telle que la résultante des forces extérieures qui 
agissent en chacun de ses points lui soit normale, ce qui s'ex- 
prime par la condition 

(6) Xl/r-+-Y4r^-Zrfz = o, 

qui est l'équation différentielle des surfaces de niveau. 

Il résulte de l'équation (3) que la pression est constante 
pour tous les points d'une surface de niveau. 

Si le premier membre de l'équation (6) est la différentielle 
exacte d'une fonction 9 des coordonnées, l'équation générale 
des surfaces de niveau sera 

ç = C, 

G étant une constante arbitraire, dont on déterminera la va* 
leur lorsque l'on voudra obtenir Téquation de la surface de 
niveau passant par un point déterminé. 

Si, par exemple, toutes les forces extérieures sont dirigées 
vers un centre fixe et sont fonctions de la distance de leur 
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point d'application à ce centre» les surfaces de niveau sont des 
sphères dont ce point est le centre. 

Lorsque Xdx-hYdjr-i-Zdz n'est pas une différentielle 
exacte, l'équation des surfaces de niveau est l'intégrale de 
l'équation 

p{Xdx -h Ydjr h- Zdz) = o, 

dont le premier membre est toujours une différentielle exacte, 
comme nous l'avons vu plus haut. 

201. Expression de la pression dans une masse fluide, dont 
la température est uniforme y lorsque li.dx -^Y dy -^ Zdz est 
une différentielle exacte. — La densité du fluide étant indé- 
pendante de la température ou de x^ /, z^ l'équation (i) se ré- 
duit à la suivante : 

et l'équation (3) donne 



d'où 



r dp 



La constante introduite par l'intégration se déterminera par 
la valeur, supposée donnée, de la pression en un point de la 
masse. On pourra tirer de là p, par suite p, en fonction de 9. 

Dans le cas d'un liquide, p étant constant, on a 

/? = py -H C, 

C étant une constante arbitraire. 
S*il s'agit d'un gaz, on a entre p et p une relation de la forme 

P = ^py 
dans laquelle k est une constante, et il vient par suite 

d'où 

I Q 1 
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Si la température n'est pas constante, k sera variable ; mais, 
d'après Téqualion (6), ce coefficient ne pourra être qu'une 
fonction de 9, de sorte que la température sera constante pour 
tous les points d'une même surface de niveau et l'on aura 

fi r fi? 

Ces formules sont applicables à l'atmosphère, en considé- 
rant la Terre comme spbérîque et faisant abstraction de son 
mouvement de rotation ; 9 étant une fonction de la distance 
au centre de la Terre, les surfaces de niveau sont des sphères 
concentriques avec la Terre. Pour que l'atmosphère fût en 
équilibre, il faudrait donc que la température fût partout la 
même, à égale distance de la surface de la Terre, ce qui n'a 
pas lieu, en raison de l'action solaire. Cet équilibre ne peut 
donc réellement exister. 

§ II. — Des fluides pesants. 

202. Pression en un point. — Considérons une masse fluide 
assez restreinte pour que l'on puisse regarder la pesanteur 
de chacun de ses points comme ayant une direction constante ; 
en prenant Oz suivant la verticale du lieu, dans le même sens 
que la pesanteur, on a 

X=o, Y=o, Z-g. 
Il vient par suite 

(i) dp = pgdz, 

et l'équation des surfaces de niveau donne 

Z == CODSt., 

c'est-à-dire que toutes les surfaces de niveau sont des plans 
horizontaux. 

Soit p» la pression correspondant à l'une de ces surfaces, 
que nous choisirons pour plan des xy, nous aurons 
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Or rinlégrale du second membre de cette équation, quand 
même on tient compte de la variation de g avec la distance 
au centre de la Terre, n'est autre chose que le poids d'un 
prisme vertical, ayant pour base l'unité de surface et x pour 
hauteur; donc : La pression en un point d'un fluide pesant 
est égale à la pression exercée sur un plan hori^ntal, aug- 
mentée du poids du prisme vertical fluide, d'une section égale 
à l'unité de surface, ayant pour hauteur la portion de la ver- 
ticale comprise entre le point considéré et la surface de niçeau^ 
Si le fluide est un liquide^ on a 

(3) P = P.-^Pg^' 

Dans le cas d'un gaz, dont la température est constante, on a 

P^Âpy 

d'où, en vertu de l'équation (i), 

dp = gj dz, 
et 

(4) log4 = ^' 



1rs 



(5) • P=Poe* . 

203* Principe d'Jrchimède, — Soient 

(ù un élément plan sur lequel s'exerce la pression normale p ; 
a l'angle que forme la direction de p avec une droite fixe 0^ ; 
a = (ùcosoc la projection de cù sur un plan perpendiculaire 
à Ox. 

La composante de la pression élémentaire p<ù sur 0^ est 

tùp ces a = /?«, 

c*est-à-dire qu'elle est égale à la pression élémentaire corres* 
pondant à la projection de l'élément cù sur un plan perpen- 
diculaire à l'axe de projection. 

Considérons maintenant un corps solide plongé dans une 
masse fluide pesante qui exerce sur sa surface des pressions 
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élémentaires dont nous nous proposons de déterminer les ré 
sultantes# 
Soient 

pt la pression correspondant à un plan de niveau déter- 
miné AA' ; 
X la distance à ce plan d'une molécule quelconque du fluide. 

Concevons que l'on décompose tout le système en tranches 
inQniment minces par des plans horizontaux et considérons 
un anneau de la surface du corps déterminé par l'une de ces 
tranches; 11 est facile de voir que toutes les composantes ho- 
rizontales des pressions élémentaires s'entre-détruisent : en 
effet, si l'on décompose un segment du corps limité par cet 
anneau en éléments, par une série de plans verticaux paral- 
lèles à une même direction, on volt, d'après le lemme ci- 
dessus, que les composantes des pressions élémentaires sur 
les deux facettes qui terminent l'un de ces éléments, estimées 
parallèlement à ses arêtes, sont égales et de sens contraire. 

Décomposons maintenant le corps en éléments prisma- 
tiques par deux séries orthogonales de plans verticaux. 

Soient 

a la section droite de l'un de ces éléments; 

Çy q' les poids des prismes liquides verticaux a^nt pour 
bases les facettes supérieure et inférieure de l'un de ces 
éléments» supposées ramenées horizontalement en les fai- 
sant tourner autour d'une horizontale située dans leur 
plan, et dont les arêtes verticales sont limitées au plan AA'. 

Les composantes verticales des pressions élémentaires sur 
ces deux facettes sont respectivement 

et agissent l'une de haut en bas et l'autre de bas en haut; 
leur résultante agissant de has en haut est par suite 

et est ainsi égale au poids du fluide déplacé par l'élément de 
volume du corps. 
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Il résulte de là que les pressions se réduisent à une force 
verticale, agissant de bas en haut y égale au poids de la masse 
du fluide déplacé par le corps et passant par le centre de 
gravité de cette niasse* 

Tel est le principe d'Archimède établi pour tous les fluides 
pesants, quelle qu'en soit la nature. 

Ce principe s'applique encore évidemment lorsqu'un corps 
n'est que partiellement immergé dans un liquide dont AA' 
est la surface libre. 

soi. Arrangement des liquides hétérogènes. — Considérons 
deuxliquideSy de densitép etp', renfermés dans un même vase» 
et supposons qu'un volume v du second liquide» suffisam-' 
ment petit pour qu'il ne présente pas de solution de conti- 
nuité» soit en suspension dans la masse du premier. 

La masse i^p' sera sollicitée par son poids vgp^ et» en sens 
inverse» par la résultante des pressions vgp^ forces dont la ré* 
sultante est 

Si p' est supérieur à p» la masse vgp* tendra à descendre; si 
l'inverse a lieu» elle tendra à s'élever. Il ne pourra donc y avoir 
équilibre que lorsque les deux liquides seront séparés l'un 
de l'autre» le plus dense occupant la partie inférieure du vase» 
la surface de séparation étant d'ailleurs nécessairement un 
plan horizontal. 

On étendra sans peine cette démonstration au cas où il y 
aurait plus de deux liquides. 

Les liquides ne se rangent pas toujours comme nous ve- 
nons de l'indiquer : ainsi, en versant avec précaution de l'al- 
cool coloré à la surface d'une masse d'eau contenue dans un 
verre, on observe nettement le plan de séparation des deux 
liquides; mais» si l'on agite le tout avec une baguette» on 
obtient un mélange intime des deux liquides dont les élé- 
ments ne tendent plus à se séparer. Il y a tout lieu de croire 
que ce phénomène est dû à des forces attractives, bien plus 
énergiques que la pesanteur, qui se développent entre les 
molécules d'eau et d'alcool et qui maintiennent les parti- 
cules de chacun de ces liquides dans les*interstices de celles 

II. " 
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de l'autre. €eue explication peut également s'appliquer aux 
gaz, qui non-seulement ne se séparent plus une fois qu'ils 
ont été mélangés^ mais encore finissant toujours par se mélan- 
ger, quel que soit l'ordre de leur superposition. 

205. Centre de pression d'un liquide pesant sur une surface 
plane. — Considérons une portion d'un plan (P) plongé dans 
un liquide pesant> limitée par un périmètre fermé compre- 
nant une aire A. 

Soient 

0/ l'intersection du plan de A avec le plan du niveau du 
liquide; 

Ox' la perpendiculaire abaissée du centre de gravité de A sur 
cette intersection; 

Oz la portion de la verticale du point dirigée dans le même 
sens que la pesanteur; 

Ox l'horizontale en 0, perpendiculaire à Oj; 

d(ù un élément superficiel de l'aire A correspondant aux coor- 
données a/, x» ^9 respectivement parallèles à Oa/, Oj, Oz; 

a:\, j?i les coordonnées du centre de gravité de cette aire, 
par rapport kOx', Oz; 

a l'angle x'Ozx 

/?• la pression exercée sur le plan de niveau xOy; 

P la pression totale exercée par le liquide sur l'aire A. 

On a 

Z = jt'cOSx, z^ = y, COSa. 

La pression exercée sur dco étant 

(t) p^d(^-hgpzd(o, 

on a 

(t) P = /?o I d(ù-^pg / zr/w =/?,A-t-pg'Az, = /?,A-l-p§^Aa/,cosa, 

ce qui, en langage ordinaire, peut s'exprimer ainsi : 

La pression totale exercée sur une aire plane est égale au 
poids du tronc de prisme ou cylindre vertical^ limité au niveau 
ayant pour base cett^ aire, augmenté de la pression extérieure. 
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Le point d'application de la résultante P de toutes les 
pressions élémentaires exercées sur A a reçu le nom de 
centre de pression, et nous allons maintenant chercher à en 
déterminer les coordonnées x',, j^„ parallèles à Ox' et 0^. 

En prenant les moments par rapport à ces deux axes, on a 
les relations ' 

^72= / (p.dùi -i- pffzdt»i)jr = pgcosct I afydiù^ 

Pj/j= / (/7^^»-4-pg^Z£/w)j?'=/7,A^i H-pg'COSa / ^"e/w, 

et l'on est ainsi ramené à trouver deux intégrales dont Tune 
est le moment d'inertie de Taire par rapport à Taxe 0^.* 

206. Réduction des pressions élémentaires sur une paroi 
courbe. — Lorsqu'il s'agit d'une paroi courbe^ les pressions 
élémentaires, n'étant pas parallèles, ne peuvent généralement 
pas se réduire à une force unique, et alors il n'y a pas de 
centre de pression ; mais ces pressions pourront toujours se 
réduire à deux forces non situées dans le même plan, que 
l'on déterminera en appliquant à la surface pressée les équa- 
tions d'équilibre relatives à un corps solide. 

Soient, à cet effet, 

Oxj Ox deux droites rectangulaires tracées dans le plan du 
niveau ; 

Oz la verticale du point 0; 

P„ P,, P, les projections sur Ox, Oj, Oz de la résultante des 
pressions élémentaires transportées parallèlement à elles- 
mêmes en un même point; 

da, dby de les projections de l'élément dtù de la paroi sur les 
plans coordonnés perpendiculaires à ces axes; 

(j,, Zx)y [x^y jza), [x^y ja) Ics coordounées des centres de gra- 
vité des projections a, 6, c de la surface sur ces mêmes 
plans ; 

31L„ ait,, JIL, les moments résultants des pressions élémen- 
taires par rapport aux axes Ox, 0^, Oz; 

/7o la pression sur le niveau. 

II . 



^z = = P9C -^pg 
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On a 

V^= j pda = p^a -^?g i zda^p^a -4- pgaz,, 

^j^ = A* -^ Pé^^^a, 

■ 1 zdc\ 

^r= / p{zda -- xdc) =p^{az^ —«^^3) -^^S f (z^da-^zxdc)^ 
^z= / P(^d^ -yda) = p^{bx^ — ay,) -hpg j [zxdb'-zydaY 



Pour qu*il y ail une résultante unique, il faut que P soit 
compris dans le plan du couple résultant, ou que P soit per- 
pendiculaire à son axe, ce qui exige que Ton ait 

(3) oit,p,-H^^p, + an.,p,=o. 

Cette condition n'est d'ailleurs qu'une conséquence immé- 
diate des trois relations 

P,:r - P,z = ^^, 

dont deux pourront être prises pour représenter la droite sui- 
vant laquelle est dirigée la résultante et, en les joignant à 
l'équation de la surface, f[x,yy'Z) = o, on pourra déterminer 
les coordonnées du centre de pression. 

Si la surface a un plan de symétrie et si l'on fait en sorte 
que ce plan soit vertical, il y a un centre de pression ; et, en 
effet, toutes les pressions se réduisent deux à deux à des 
forces comprises dans le plan ci-dessus. 

« 

^application à une demi-sphère. — Le plan xOz sera' pour 
nous le plan vertical passant par le centre de la sphère. 
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Soient (fig. 87 ) 

R son rayon ; 

a l'inclinaison de son cercle de base ACB sur le plan de ni- 
veau xOy, Oy étant Tintersection de ce plan et de celui du 
cercle ci-dessus; 

h l'ordonnée parallèle à Oz du centre C de la surface. 




En remarquant que 6 = 0, nous n'avons à considérer que 
les trois formules 

^. = P,c-\'^g j zdc, 

La somme des projections des éléments de la demi-sphère 
sur un plan quelconque étant égale à la projection du cercle 
ACB, nous voyons que 

a — TrR'sina, c = irR'cosa, 

et nous avons par suite 

P^ =7rR'^^C0SaH-p^ izdc^ 

( / zWa — / zxdcy 






sina 
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Il nous reste donc à trouver trois intégrales; or i zdc est le 

volume déterminé par rhémisphère, augmenté de celui du 
tronc du cylindre vertical, projetant horizontalement AB, d'où 

1 = ttR' cosa (/?„-+- p^A) -+- ipgTtW. 

L'intégrale I z^da étant le moment d'inertie, par rapport à 0^, 
de la projection elliptique du cercle AB sur le plan jOz, on a 

/ z'da =r. ttR' sina l — sin'a h- A' j • 

L'expression l zxdc est celle du moment, par rapport à Oj^, 

du volume de l'hémisphère et du cylindre tronqué. Le mo- 
ment du cylindre tronqué est 

sina 

Soit G le centre de gravité de l'hémisphère ; on a 

CG = f R, 

et, pour la coordonnée, changée de signe, du point G, paral- 
lèle à Ox, 

— .r = OC cosa — CG sina = /i cota — f R sina ; 

le moment de l'hémisphère est, par suite, 

— (// cota — i R sina) IttR ; 
donc 

3110^ = |^^R^-+.^R^rsina (a'-+- R'^) -f- f R(A cota - |R sin«)l 

= !l5^^ -f- 7rR»f/i»sina H- fRAcota - ~ sinacos'aV 
sina \ ^ 4 / 
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Les équations 

détermineront les coordonnées du centre de pression. 

207. Forme de la surface libre d'un liquide pesant, tour- 
nant d'un mouvement uniforme autour d*un axe vertical. — 
Si l'on communique à un vase renfermant un liquide pesant 
un mouvement de rotation autour d'une verticale, la surface 
libre de ce liquide, d'abord plane, se déformera graduelle- 
ment et tendra vers une forme permanente qu'elle atteindra 
bientôt et dont nous allons déterminer la nature. 

Soient 

Oz la portion de l'axe de rotation de sens opposé à celui de 

la gravité; 
z la distance d'un point m de la surface libre du liquide au 

plan horizontal passant par l'origine 0; 
r la distance du point m à l'axe de rotation ; 
Gt) la vitesse angulaire. 

En égalant à une constante arbitraire mC le travaiUotal de la ' 
pesanteur mg* et de la force centrifuge mwV, on a 

pour l'équation des surfaces de niveau du liquide, lorsque 
l'équilibre relatif est établi; chacune de ces surfaces est donc 
de révolution autour de Oz, comme on devait le prévoir, et 
la seclion méridienne, dont les coordonnées rectangulaires 
sont r et z, est une parabole ayant son sommet situé sur l'axe 
de rotation. 

Pour déterminer la constante C relative à la surface libre, 
il faut exprimer que le volume du liquide est le même que s 
la rotation n'existait pas. 

Supposons, par exemple, que le vase soit un cylindre cir- 
culaire, tournant autour de son axe de figure, et soient a son 
rayon, h la hauteur du liquide dans le cylindre lorsqu'il n'y 
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a pas de mouvement de rotation. On a, pour exprimer que le 
volume liquide est constant. 



d'où 



-X 



rzdr = 7ra'/i; 



C = 



/7^»» 



-gh. 



La méridienne du paraboloïde de révolution qui forme la 
surface libre a, par suite, pour équation 






équation d'après laquelle le point de la surface libre qui se 
trouvait sur Taxe, lors du repos, a baissé autant que ceux qui 
étaient en contact avec le cylindre se sont élevés. 

Une considération géométrique permet de déterminer im- 
médiatement la forme de la surface libre. Soient, en effet, 

Fig. 88. 




R* — a 



wR la résultante des accélérations précédentes; 
k le point où sa direction rencontre Taxe Oz; 



on a 



T / ^'^ g 

fiiO w' 



La sous-normale I A* de la méridienne étant constante, cette 
courbe est une parabole. 
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Remarque. — Quoiqu'il soit à peu près évident â priori que 
la surface libre du liquide ne peut arriver à une forme perma* 
nente que lorsque Taxe de rotation est vertical^ il n'est peut- 
être pas inutile de le vérifier directement. 

Soient 

{ TincUnaison de Taxe de rotation Oz sur la verticale; 

Oxy Oy deux axes rectangulaires menés par un point fixe du 

précédent et animés de la vitesse angulaire constante &) : 
Oi' la trace de leur plan sur le plan vertical mené par 0^ ; . 
Oy la perpendiculaire en à cette droite dans le plan xOy, 

Nous supposerons que l'on mesure le temps à partir d'une 
coïncidence de Ox avec Ox', de manière à pouvoir considé- 
rer l'angle xOx' comme étant égal ktùt. 

L'accélération gdi pour composantes — g^cosi, suivant Oz, 
et g'sini, suivant Oa?'; cette dernière se décompose en deux 
autres g" sinicosGi)/, — g'sînisino)/, respectivement parallèles 
à Ox et Oy, Si donc il y a équilibre relatif à la surface, on a 

^sin2(coSGi>/.i/r — sinwf.flTy) — g'cos/.fifen- tù^rdr = o; 

mais si x' et y sont les coordonnées parallèles à Ox', O/', 
qui correspondent à a: et j, on a 

X — x'cosoit — y sinwf, 
jr = jr'sinoi)/ -H/'cos«/, 

et réquation ci-dessus se réduit à la suivante : 

g sin i {dx'— jr' (fi di) — g-cos/.cfe -h wVr/r = o, 

équation qui ne peut s'intégrer que lorsque i =o et, dans ce 
cas, on retombe sur celle que nous avons obtenue plus haut. 
Si I = 90**, c'est-à-dire si l'axe de rotation est horizontal, 
on a 

g(dx' -— x'fùdt) -f- w^r^fr = o ; 

dans la théorie des roues en dessus, on admet que la sur- 
face libre> évidemment cylindrique, de l'eau dans chaque au- 
get est définie à chaque instant par la condition que la résul- 
tante de la pesanteur et de la force centrifuge soit normale à 
cette surface. et l'on trouve, par une considération géomé- 
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• 

trique très-simple» que la section droite est un cercle. On ar- 
rive à ce résultat en négligeant dans Téquation précédente le 
terme f tùdty simplification qu'il serait difficile de justifier. 
Il est donc nécessaire de faire intervenir l'inertie dans cette 
question qui rentre alors dans THydrodynamique^ dont nous 
nous occuperons plus loin. 

208. Digression sur la capillarité. — Les principes de l'Hy- 
drostatique ne permettent pas de donner l'explication des 
phénomènes capillaires dont la théorie suivante paraît rendre 
compte d*une manière satisfaisante. 

Influence de la courbure» — Soient (fig* 89) 

Fig, 89. 




» d c 



ÀmB une section normale, faite en un point m de la ligne de 
séparation de deux liquides (Li), (L), superposés dans un 
tube capillaire, la concavité étant tournée vers(L|); 

ab la trace du plan tangent en m ; 

ô„ ô les densités des deux liquides; 

z la hauteur du point m au-dessus du niveau de la portion 
de (L) extérieure au tube. 

Le point m est en équilibre sous l'action du poids mg et des 
actions qu'il reçoit des molécules de (L) et (L, ). 

On peut considérer la résultante des actions moléculaires 
de (Li) sur m comme étant due à celle Qi du même liquide, 
dans l'hypothèse où ab serait la surface de séparation, et à la 
résultante prise en sens contraire, — Q'», des actions prove- 
nant des molécules du ménisque. 

Si nous désignons, pour (L), par Q et Q^ les équivalents 
de Qi et Q\, l'action exercée par ce liquide sur m sera, de 
même, la résultante de Q et Q'. De sorte que les forces Q, Q', 
Qi> — Q'i> ^g doivent se faire équilibre sur le point m. 
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Laplace et Gauss ont supposé que les liquides^ dans les 
tubes capillaires, n'éprouvent aucune variation dans leur den- 
sité. Poisson, au contraire, a admis, en partant de considé- 
rations très-contestables, que la densité a subi une altération,- 
dont il conviendrait de tenir compte dans le voisinage de la 
surface A/nB. Lamé, dans ses Leçons de Physique, en se ba- 
sant sur la faible compressibilité des liquides, considère cette 
variation comme nulle ou négligeable. 

Nous nous rangerons à cette dernière manière de voir, qui 
nous conduit à considérer (L) et (L,) comme homogènes 
dans toute leur masse et, par suite, les directions de Q et Qi 
comme étant normales à AmB. 

Il faut donc, pour Téquilibre, que la résultante de mgf, <y, 
Q', soit aussi normale à la surface ou que le travail élémen- 
taire de ces trois forces pour un déplacement de m sur cette 
surface soit nul, ou encore que le potentiel de mg^ des actions 
du ménisque de (L) sur m, et de celles du ménisque de (Li), 
prises en sens contraire, soit constant pour tout point de la 
surface. 

Le potentiel de l'aciion de la molécule m' du ménisque 
de (L) sur m est de la forme mm! f[r)y f(r) étant une cer- 
taine fonction de la distance r de ces deux molécules. 

Considérons un élément de volume de ce ménisque, limité 
par deux plans normaux en m faisant entre eux un angle dô 
et par deux cylindres concentriques, et soient c, rf les intersec- 
tions avec ab, et c'y d' les intersections avec AB des généra- 
trices de ces cylindres, comprises dans le plan de la figure et 
situées d*un même côté de m. Si Ton remarque que le rayon yi 
de la sphère d'activité est très-petit, on peut supposer, pour 

toute molécule de l'élément de volume considéré, r = me et, 

par suite, cd =dr; le potentiel dû à l'action de la masse dé- 
terminée par l'élément de volume est, par suite, 

mpf[r)cc*rdrj 

et pour toute la portion du ménisque limitée par les deux 
plans normaux 

I f(r)c€frdr\ 

o . 
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mais comme» en appelant t. le rayon de courbure de l'une des 
sections normales, on a 

-1 r' 

ce =z j 

l'expression ci-dessus devient 






f[r)r^dr=i k, qui est une constante, 
o 

Soient R, R' les rayons de courbure principaux en m de 
la surface; l'angle étant censé mesuré à partir de la trace 
sur le plan tangent du plan normal correspondant au premier 
de ces rayons, on a 

- = ^cos'O •+■ K7 sin'0, 
et le potentiel pour tout le ménisque est 

Le potentiel du ménisque de (L,) pourra se représenter de 
la même manière par 

Si donc on appelle mC une constante, nous aurons 
OU, en posant A* — /r, = H, 

Dans le cas d'un seul liquide, (L|) représentera l'atmosphère 
et l'on devra avoir C = o, puisque, pour un diamètre suffi- 
samment grand du tube, on doit avoir R = (», R'=qo et 
z=^o, et l'on a la formule connue 



g^ 



là \K K7 
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Influence de la paroi du tube. — La fig. 90 esl censée re- 
présenter la. section normale en un point m de l'intersection 

Fîg. 90. 



(Li) 




de la surface de contact de (L) et (Li) avec celle de la paroi. 
Soient 

m/ty cuix les tangentes en m aux deux sections faites respec- 
tivement dans ces deux surfaces par le plan de la figure ; 
2 rinclinaison de mn sur ma dans (L) ; 
mx la normale à la paroi que nous supposerons formée d'une 
^ matière homogène. 

Si la paroi était un plan indéfini, son action mN sur la 
masse m, qui se trouve en 0» serait dirigée suivant Ox et N 
serait une constante. 

Quelle que soit la forme de la paroi, on peut également 
considérer N comme constant; car il est clair que les actions 
sur m exercées par les molécules du ménisque de la paroi ne 
peuvent donner, suivant Ox, que des composantes de l'ordre 
de quantités que l'on peut négliger. 

Nous négligerons également, mais avec moins d'autorité, 
l'influence du ménisque de (L) et (Li), qui d'ailleurs est re- 
lativement faible, dans la détermination de la composante, 
suivant Ox, des actions qu'exercent les deux liquides sur m. 
Cette hypothèse doit être implicitement faite par Poisson, 
dans ses calculs, lorsqu'il arrive à conclure que / est constant. 

Soit mm'f(r) l'action exercée par une molécule m' de (L) 
sur 0, r étant la distance des deux molécules. Concevons 
dans le liquide un cône ayant pour sommet et d'une ou- 
verture infiniment petite dco, dont les génératrices fassent, 
à un infiniment petit près, l'angle a avec Ox. La masse élé- 
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mentaire pr^dcùdr de ce cône donnera, suivant Ox, la com- 
posante 

mpr'd(iiidrf{r)cosa, 

et Ton a pour tout le cône, en continuant à appeler yi le rayon 
de la sphère d'activité, 

modùicoscc I f[r)r^dr=:mad(»iCOSci, 



X7i 
f{r)r^dr = mqdf»^ 



q étant une constante dépendant de la nature de ( L). Il vient, 
par suite, pour la composante normale totale due à l'action de 
ce liquide, 

mq I </cocOSa, 

l'intégrale se rapportant au fuseau sphérique, de centre 0, 
d'un rayon égal à l'unité, limité par les plans On et Oa; mais 
il est clair que cette intégrale représente la projection du fu- 

seau sur un plan perpendiculaire à 0^, c'est-à-dire cos/. 

L'expression ci-dessus devient donc 

mq - (i — 008/). 

En appelant qt l'équivalent de q pour (Lt), ce liquide donne, 
de même, la composante normale 

7w<7, - (i -h ces/). 

Si donc on néglige l'action de la pesanteur, oq si, pour plus 
de rigueur, on suppose Oa vertical, on a 

TT TT 

wN -h mq - (i — cosi) -h mq^ - (l -f- cosi) = o, 

d'où 

et l'angle i est ainsi constant. 
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§ m. — Des corps flottants. 

209. Équilibre des corps flottants, — Pour qu'un corps 
flottantf c'est-à-dire plongé seulement en partie dans un li- 
quide, soit en équilibre, il faut, d'après le principe d'Archi- 
mède, que son poids soit égal à celui du liquide déplacé et 
que son centre de gravité et celui de cette portion du liquide 
se trouvent sur la même verticale. 

Supposons que le corps soit homogène et soient Y, D son 
volume et sa densité ; v Qid les quantités analogues relatives 
au liquide déplacé. On voit que la première des conditions 
précédentes se traduit par l'équation 

VD = Pd. 

En la supposant satisfaite, on est ramené à résoudre le pro- 
blème suivant : Diviser par un plan le volume du corps en 
deux parties^ dont on donne le rapport^ de manière que leurs 
centres de gravité se trouvent sur une même perpendiculaire 
au plan. 

Le problème se résout immédiatement dans le cas d'un 
solide de révolution dont l'axe est vertical, et d'un prisme 
ou cylindre, dont les arêtes ou génératrices sont également 
verticales. Il suffit, en effet, de diviser le volume en deux seg- 
ments qui soient dans un rapport donné, par un plan per- 
pendiculaire à l'axe, aux arêtes ou génératrices. 

Exemples : 

210. I** Position d'équilibre d'un prisme triangulaire, qui 
flotte sur un liquide, en ayant ses arêtes horizontales. — Les 
volumes du prisme et de sa partie plongée étant dans le même 
rapport que les aires de leurs sections droites, il suffit d'ex- 
primer que les centres de gravité de ces sections se trouvent 
sur une perpendiculaire à la droite qui divise la section nor- 
male du prisme en deux parties, ayant entre elles un rapport 
donné. 
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Considérons, en premier lieu, le cas où un seul sommet C 
est immergé [fig* gi). 

Fîg. 91. 

B 




Soient 

A, B les deux autres sommets ; 

[f- le rapport de la densité du prisme à celle du liquide; 

a, b les côtés opposés aux angles A et B ; 

D le milieu du côté AB ; 

CD=:/, a = ACD, (3=:DCB; 

G le centre de gravité du triangle ABC, déterminé, comme 

on le sait, par la relation CG = |CD; 
aC=^x^ bC = X '®s portions immergées des côtés a et 6 ; 
I le milieu de a6; 
g le centre de gravité du triangle aCb, 

On a d'abord la relation 

(i) xjr = itab. 

Il faut maintenant exprimer que Gg, ou DI, est perpendicu- 
laire à la droite a6, ou encore que aD = D6, ce qui donne 
la relation 

ou 

(2) x^ — y^-- 2l[xcosx — jrcosp)^ o. 

On obtiendra x et x P^r l'interisection des* hyperboles, re- 
présentées par les équations (i) et (2); si Ton veut calculer â?> 
on trouve, par rélimination de 7, 

(3) X* — a/x'cosa-+- ^liixab cos^ — yL*a*b*z= o. 
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Cette équation a au moins deux racines réelles» l'une po- 
sitive, qui ne pourra être admise que si elle est plus petite 
que a et qu'elle donne pour y une valeur inférieure à b^ et 
l'autre négative qui ne convient pas à la question. Si les deux 
autres racines sont réelles, on voit, par la règle des signes de 
Descartes, qu'elles sont positives. Il ne peut donc y avoir que 
trois positions d'équilibre. Lorsque le triangle eslisoscèle ou 
que 

a = b, cosa = cos6 = -» 

les équations ( i ) et ( 2 ) deviennent 

On a d'abord la solution 

(4) ' x = x==^)/^' 

En supprimant le facteur j? — j, la seconde équation devient 

a 

et, en vertu de la relation (i^), les valeurs correspondantes 
de ^ et X sont les racines de l'équation 

a/' 

(5) x' a:H-fl'Lt = o, 

Ces racines seront réelles et inégales, réelles et égales ou 
imaginaires, selon que l'on aura 

Dans le cas des racines égales, on reconnaît facilement que 
Ton retombe sur la solution (4). 

Lorsque le triangle est équilatéral, on a 

P = fa' 
et la condition (6) devient 

• -^ 
II. la 
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L'équation (5) donne alors 

(7) x = a{^±:y/:^^^); 

ces deux racines ne seront simultanément inférieures à a que 

sî Ton a 

v'9--ï^f*<i» ou fA>|. 

{1 y aura donc trois positions d'équilibre^ si 11 est compris 
entre j et | -h jV- 

Le cas où deux sommets A et B seraient immergés se ra- 
mène évidemment au précédent, en changeant /x en i — fx 
dans les équations que nous venons d'établir. 

Comme pour chaque sommet il peut y avoir trois solutions, 
ainsi que pour chaque groupe de deux sommets, il pourra y 
avoir dix-huit positions d'équilibre du prisme. 

■ 

2® Prisme droit homogène à base carrée, qui flotte sur un 
liquide, de manière que ses arêtes soient horizontales et que 
l'une de ses arêtes se trouve au-dessus du niveau du liquide. 
— Comme dans le problème précédent, on est ramené à con- 
sidérer la section droite du prisme. 

Soient {/g". 92) 

Fîg. 9a. 



C le sommet émergé du carré ; 
D le sommet opposé ; 
A, B les deux autres sommet^ ; 
a la longueur du côté du carré; 
G son centre ; 
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àC = a:, 6C = j les parties émergées des côtés AC et BC; 

I le milieu de ab ; 

g le centre de gravité de aC6. 

Les aires aCb et ACBD devant avoir un rapport donné, que 

nous désignerons par -i nous aurons d'abord 



— ^2 



(i) xjr=a'ii. 

Il faut exprimer maintenant que Ggcst perpendiculaire à ab; 
à cet effet, menons par le point I la parallèle I£ à Gg, jus- 
qu'à saVencontre £ avec la diagonale CD, et joignons ce point 
à a et A. De ce que Ton a CE == |CG, les projections de CE 
sur AC et CB sont égales k }a; et, comme on doit avoir 

il vient 
d'où 

équation qui se décompose dans les deux suivantes : 

(2) X — j^=o, 
(2!) j:-r-^ — |a = o, 

qui, jointes successivement à l'équation (i), devront donner 
toutes les solutions du problème. 
La première doiuie 

(3) x = jr:=a\/]i., 

et la seconde 

(3') X = ^ (3 ± v'^r^n^ê]^),. r= J{3qFV^9^=^), 

les signes* supérieurs se correspondant, ainsi que les signes 
inférieurs. Les deux positions symétriques que déterminent 
ces dernières valeurs ne sont possibles qu'autant que l'on a 
]tz <<iV 6t > i« I^^ns le cas de l'égalité, ces deux positions se 
confondent avec celle qui est déflnie par la valeur (3). 

12. 



i8o 
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3® Cylindre droit homogène, flottant horizontalement, dont 
la base est un segment de parabole compris entre le sommet et 
une perpendiculaire à l'axe. — Comme précédemment, nous 
n'avons à considérer que la seclion droite du cylindre. 

Soient (/^. 93 ) 

Fig. 93. 




np le paramètre de la parabole ; 

C son sommet; 

AB la perpendiculaire à Taxe qui limite le segment parabo- 
lique et dont I est le milieu; 

G le centre de gravité de ce segment, évidemment situé sur Cl ; 

a la longueur CI; 

m le point de la parabole où la tangente est l'horizontale ; 

H le point où la normale en ce point rencontre Taxe CI; 

l'inclinaison de cet axe sur Thorizon ; 

g le centre de gravité du segment immergé aCb, nécessaire- 
ment situé sur le diamètre mJ, limité en J, à la ligne de 
flottaison a6; 

mJ = u; 

mL = x la perpendiculaire abaissée du point m sur CI. 

Les positions d'équilibre du prisme seront évidemment dé- 
finies par les valeurs de u et y. 

Si nous exprimons d'abord que les aires ACB, aCb sont 
dans un rapport donné /x, nous aurons la relation 



ou 



yfl.AB = |m .ab.smByiy 



a.ÂB = u.ab. s'mQft; 
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or on sait que 
d'où 

(l) U= flll ^ . 

Il faut maintenant exprimer que la droite Gg est verticale 
ou parallèle à mH; c'est ce qui résulte de l'identité 

ouC) 

r* '3 3 
(a) i^ + /'-*-5"=5''' 

OU encore, en vertu de la relation (i). 



j^ = ±;,y/a[|^(,-^-^)-l] 



ce qui donne deux positions symétriques, à la condition tou- 
tefois que Ton ait 



f*< 



(-ir 



211. Stabilité des corps flottants. — Pour qu'un corps 
flottant soit en équilibre stable, il faut que, en lui faisant su- 
bir un petit déplacement, il tende à revenir à sa position pri- 
mitive par une série d'oscillations. 

Soient (/g-. 94) 

ab le niveau de ce liquide; 

AB la section plane qu'il déterminait dans le corps, avant le 

dérangement ; 
G le centre de gravité du corps ; 
M sa masse; 
p la densité du fluide; 



(^) On démontre facilement que le centre de gravité d'un segment para- 
bolique limité par une corde se trouve sur le diamètre conjugué à cette corde, 
et à une distance de la courbe égale aux | de la portion du diamètre comprise 
dans le segment. 
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V le volume ACBde la partie plongée dans sa position d'équi- 
libre; 

Fig. g'i- 




g le centre de gravité de V, situé avec G sur une perpendi- 
culaire GJ à AB ; 

a la distance G g; 

6. Tangie des plans AB, ab, supposé très-petit, de même que 
la portion de toute verticale comprise entre les sections AB* 

ab; nous pourrons supposer sinô = 6, cosO = i ; 

jzo, z les distances du centre de gravité G au niveau a6, lors 
de réquilibre, et pour le déplacement correspondant à 
Tangle 6i. 

Nous prendrons pour plan de la figure le plan perpendicu- 
laire à AB et ab ou à leur intersection et passant par G ou Gg. 
On a d*abord 

(i) M = Vp. 

Les forces qui sollicitent le corps sont : le poids Mg'de ce corps, 
celui Ypg du liquide déplacé ACB, pris en sens contraire, et le 
poids, également pris en sens contraire, du volume liquide 
déplacé par AabB. Les distances de g au niveau, lors de 
l'équilibre et après le déplacement, étant respectivement 
z±a, z±acos6, en prenant le signe ■+- ou le signe — , 
selon que g est situé au-dessous ou au-dessus de G, la por- 
tion du potentiel correspondant aux deux premières forces est 

Pour calculer la troisième partie du potentiel, concevons 
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que l'on décompose l'aire AB en éléments parallèles à l'hori- 
zontale Oy* menée par le centre de gravité de cette aire et 
qui rencontre au point la droite AB, prise elle-même pour 
axe des x. 
Soient 

û l'aire AB ; 

d(ù l'un des éléments parallèles à 0^; 

tt, X les distances respectives de cet élément à ab et 0/ ; 

Uo la valeur de u correspondant au poini 0; 

I le moment d'inertie de l'aire Q, par rapport à 0/. 

La poussée du fluide due au volume déplacé Aa6B est la ré- 
sultante des poids pris en sens contraire, pgud» cosO = pgud(a 
des prismes verticaux, ayant pour bases doi, d'où il suit que le 
potentiel de cette force est 

(3) — pg- Trfw r ar/« =— £^ fw^rf»; 

mais on a 

« =r tt^ — . j: sin9 = II, — x9, j xelco = o, 

Le potentiel total, ou la somme des expressions (2) et (3), 
est ainsi représenté par 

(4) --Ç;S[o»(i:^V«)-+-Kja], 



d'où 



et nous avons vu (62) qu'il faut, pour que l'équilibre soit 
stable, que cette quantité soit négative, ce qui aura toujours 
lieu lorsque l'on devra prendre le signe inférieur de VA. 
Donc : 

L'équilibre sera toujours stable, lorsque le centre de gravité 
du corps se trouvera au-dessous de celui du liquide. 

L'équilibre sera encore stable pour tout déplacement, 
lorsque, G se trouvant au*dessus de g, on aura 

Minimum de I > Va, 
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OU lorsque le moment principal d'inertie minimum de l'aire, 
déterminée par le plan de flottaison, par rapport à son centre 
de gravité, sera au moins égal au produit du volume du 
fluide déplacé par la distance de son centre de gravité à 
celui du corps. 

212. Métacentre. — Si nous supposons maintenant que le 
plan AC6 soit un plan de symétrie^ sera le centre de gravité 
de la section AB. 

Le volume Aa6B pouvant être considéré comme équiva- 
lent au tronc de prisme vertical, ayant pour base û et limité 
au plan ab, la poussée correspondante est gpQu^. La somme 
des moments, par rapport à Oy, des poids, pris en sens in- 
verse, des prismes élémentaires verticaux dans lesquels on 
peut le supposer décomposé, est 

(5) — gp l uxcosBdtù ~ — gp I J7{w, — ÔJ7)di» = gpI0. 

Le point H, où la poussée ci-dessus rencontre la droite AB, 
est ainsi situé à gauche de et l'on a 

H0= " 



iiu^ 



Soient J le point de rencontre de la direction de Gg^avec 
AB et6=0J; le moment de la poussée gpQu., par rapport 
à G, sera, aux termes du second ordre près, 

Le moment de la poussée due au volume plongé ACB étant 

la somme des moments des forces qui sollicitent le corps, par 
rapport à la perpendiculaire en G au plan ACB, a pour expres- 
sion 

(6) DtL=gp[B{lz^\a)'i-abu,'], 

Soit K le point où la poussée totale 

V^gpCiu.-^Ygp 
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«vrr 

rencontre la direction G g. Il est clair que GK =:t ^r, d'où 

\pge 



GK=l(l:^V.-.^) 



La position du point K dépend ainsi, en général, du rap- 
port entre le déplacement vertical défini par u. et le déplace- 
ment angulaire Qf de sorte que la considération de ce point 
ne conduit à aucune conséquence, relativement à la stabilité, 
excepté toutefois lorsque le centre de gravité de O se trouve 
sur la verticale du centre de gravité G. On a, en effet, dans ce 
cas, 

^ = o et GK= ^(IqiVû). 

Imposition du point K, où, pour un déplacement infiniment 
petit du corps, la poussée rencontre la verticale du centre de 
gravité de ce corps, est alors complètement déterminée. Ce 
point a reçu de Bouguer le nom de métacentre. On voit que, 
dans le cas particulier que nous étudions, il faut, pour que 
l'équilibre soit stable, que le mélacenlre se trouve au-dessus 
du centre de gravité du corps ou que 

Ir;iVa>0, 

ce qui est conforme au résultat auquel conduisent les consi- 
dérations exposées au numéro précédent. 

213. Des oscillations des corps flottants, — Continuons à 
supposer que le plan ACB est un plan de symétrie ; suppri- 
mons Tindice de u^ et soient GJ == C, o- la distance du centre 
de gravité de G à afr; on a évidemment 

(7) M-^=-.pfa«. . 

Or a = u-hC cos 6 = w -h C, en négligeant les termes .du 
second ordre; d'où 

(8) ^ = -ir«' 
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équation dont l'intégrale générale est 

u = asin W^ t-h^cos i/^^ 

a et j3 étant deux constantes arbitraires. 

Soit Wo la valeur initiale de la vitesse de translation verti- 
cale w du corps; on a « =;: o, -^t = iVo, pour t = 0; par suite 

équations q'ui déterminent complètement le mouvement oscil- 
latoire vertical du solide; quant à la vitesse translatoire hori- 
zontale, elle reste constante. 

Soit A le moment d'inertie du corps, par rapport à la perpen- 
diculaire en G au plan ACB; on a, en ayant égard à la for- 
mule (6) : 

(10) A^=-.^p[ô(I=pVû)-+.ô.att], 

d'où 



En posant 






= 



réquation précédente devient 



d^^ 



dt 






et il est facile d'en trouver l'intégrale. 
Tout ce qui précède, relativement à la stabilité de l'équilibre 



MESIIAB DES HAUTEURS. 187 

et aux oscillations des corps flottants s'applique très-facilement 
è Tellipsoïde; mais nous ne nous arrêterons pas à cette ques- 
tien, qui n'offre de l'intérêt qu'au point de vue de l'Analyse. 



§ IV. — Mesure des hauteurs par les observations 

barométriques. 

âlb. Si nous supposons l'almosphère en équilibre, il doit 
y avoir une certaine dépendance entre la distance de deux de 
ses points, situés sur une même verticale, et les pressions 
ou les hauteurs barométriques correspondantes. C'est cette 
relation que nous allons déterminer et qui permet de cal- 
culer la hauteur du point le plus élevé au-dessus de l'autre 
par l'observation simultanée des deux hauteurs barométriques 
en ces mêmes points. 

Soient 

R la portion de la verticale des deux stations inférieure et su- 
périeure, m,, m,, déterminée par le centre de la Terre et la 
surface de la mer censée prolongée en conséquence, s'il 
y a lieu ; 

g l'accélération de la gravité correspondant à la surface de 
la mer; 

z la portion de la verticale m^nii, comprise entre la surface 
de la mer et l'un quelconque m des points intermédiaires 
entre les deux stations ; 

Zof Zi les valeurs de z pour les points m^ et m, ; 

p,p, 6 la pression, la densité et la température en m; 

/>•, Pft> 6« et pi, p,, 6x les valeurs respectives p, p, 6 aux 
points mo, m,. 

L'accélération de la pesanteur en m est 
en négligeant le carré du rapport rr> qui , pour les hauteurs 
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que nous pouvons atteindre, reste très-petit; on a d*ailleurs 

k étant une constante et a = 0,00367 le coefficient de dilata- 
tion des gaz. 

Il vient donc, en considérant Tatmosphère à l'état d'équi- 
libre. 

On ne commettra pas une erreur appréciable, eu égard à la 
petitesse de a, en considérant la température comme con- 
stante et égale à la moyenne — ^ des températures aux deux 

stations ('); mais alors l'équation précédente peut s'intégrer 



(*) M. Peslin, par une application de la Thermodynamique {Bulletin de la 
Société scientifique de France^ dP 67, t. III), est arrivé, relativement à la varia- 
tion de B avec z, à des conséquences curieuses qui paraissent d'accord avec les- 
résultats de l'observation. 

Soient 

q la hauteur verticale qui correspond k un abaissement de i degré de tempé- 
rature; 
q la proportion de vapeur contenue dans l'air. M. Peslin trouve 

17 = IOI™(l + 1,033^) 

pour l'air non saturé, et très-approximativement 

î-hlQQy 

I -»- 027 
pour l'air saturé. 
On pourrait donc poser 

mais les variations de q avec z seront généralement irrégulières et ne pourront 
être déterminées au moment même d'une observation. De sorte que l'intro* 
duction de la valeur ci-dessus de B dans l'expression de dp ne ferait pas 
avancer la question, à moins de prendre comme approximation 17 =101™, ce 
qui ne peut pas conduire à une erreur bien sensible, en raison de la faible 
valeur numérique de « ; mais alors la formule finale obtenue serait peut-être un 
peu trop compliquée au point de vue des applications. 
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et donne, en appelant ^ la hauteur Zt— Zt de nti, au-dessus 
de mtf 

A Paris, où g:= 9,8088, M. Regnault a trouvé 1^,293187, 
pour le poids spécifique de l'air sec à zéro, sous la pres- 
sion p = 10 333, correspondante une colonne de mercure de 
o», 76, d'où l'on déduit 

, io333 
1,293187 

D'autre part, nous avons vu (82, i" Partie) que l'on a, à la la- 
titude >, 

g = 9 y 83 1084 — o,o5oo57COS*X 

= 9,8o6o56(i — 0,002 502 COS2X). 

En substituant les valeurs précédentes dans la formule (i), 
remplaçant les logarithmes népériens par les logarithmes vul- 
gaires, ce qui revient à introduire le facteur 0,4342945 au dé- 
nominateur, on trouve 

(.) g/_S\ ■8409(.^«9) ^, 

^ ' \ Ry 1 — 0,002 552 COS2X ^ p^ 

Pour faire la part de Tétat hygrométrique de l'air, on force 
un peu la valeur du coefficient a que l'on prend égal à 0,004, 
de sorte que l'on doit supposer ocO == o,oo2(0« -+- 0%). 

Pour appliquer la formule (2), on remplacera p, et pt par 

les hauteurs barométriques correspondantes ramenées à zéro ; 

r 
on négligera d'abord le terme très-petit g? ce qui donnera 

une première valeur approchée Ç' de Ç ; enfin la hauteur cor- 
rigée sera donnée par l'équation 

^ ' I — o,oo2 552COS2X \ Ry ^ /?, 

Ramond, à la suite d'un grand nombre d'observations faites 
dans les Pyrénées, où l'on a sensiblement cos2X = o, a été 
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conduit à poser 

(4) Ç = i8i93(i-ha9)log^*, 

P\ 

tandis que la formule (5) donne, dans les mêmes conditions 

r 
et en négligeant ^ devant Tuniié, 

(5) Ç = i84o9(n-a9)log^% 

P\ 

valeur qui diffère très-peu de la précédente. 
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CHAPITRE XIII. 

DU MOUVEMENT DES fLUIDES 

( HTDRODTNAMIQCB ). 



§ I. — Équations du mouvement. 

215. Considérations générales. — Lorsqu'un fluide est en 
mouvement, ses molécules décrivent des trajectoires déter- 
minées. Chacune de ces trajectoires se compose générale- 
ment d'arcs de courbes continues réunis les uns aux autres 
par des courbes spiraloTdes à simple ou double courbure dont, 
dans rétat actuel de la science, il est impossible de détermi- 
ner les équations. Ces courbes spiraloïdes se produisent lors 
d'un changement brusque de vitesse, comme cela a lieu 
lorsque la section d'un tuyau s'élargit brusquement et déter- 
mine ce que Ton appelle des remous ou tourbillonnements. 

En Hydrodynamique, on ne considère que les portions d'un 
fluide pour chacune desquelles les trajectoires des molécules 
sont continues. Les formes de ce^ trajectoires varient elles- 
mêmes d'une manière continue en passant de l'une à l'autre 
des molécules situées à un instant déterminé sur une surface 
normale à ces mêmes trajectoires. 

Nous pourrons ainsi, dans rbypl[)thèse actuelle, considérer 
la masse du fluide comme continue en tenant compte bien 
entendu, lorsqu'il y aura lieu de le faire, de la variation de 
densité d'un point à un autre point de la masse. Il n'en est 
pas ainsi pour les remous, dont nous renverrons l'étude, en 
ce qui concerne les faits généraux, à l'Hydraulique, dont nous 
nous occuperons pi lis loin* 
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216. Équations aux différentielles partielles. — Soient, au 
bout du temps ty 

Xy y y z les coordonnées de la molécule m; 

fiTC dir dz 

u := --rr'i vz=z—i (!;=:_ les composantcs correspondantes 

de la vitesse V de ce point; 
u'^ v' y w' les accélérations auxquelles elles donnent lieu. 

En nous reportant aux notations et aux équations du n"^ 199, 
et en tenant compte de l'inertie, nous aurons 

- -/- = X — «', 

p ax 

p & • ' 

^ dp , 

- -7- = Z — «v . 
p dz 

A un même instant, ou pour une même valeur du temps» 
la vitesse de la molécule qui traverse un point géométrique a» 
de l'espace absolu, ayant pour coordonnées Xy j, z, ne dé- 
pendra que de ces coordonnées; mais cette même vitesse 
variera d'un instant à l'autre; sa projection Ux sur Ox pourra 
donc être représentée par une expression de la forme 

et Ton aura a = tti en attribuant à ^, j, z les valeurs en fonc- 
tion du temps, qui définissent le mouvement de m. L'accélé- 
ration u' étant la dérivée lotale de u par rapport au lemps» il 
viendra, en mettant en évidence les dérivées partielles, 

, _du du dx du dy du dz du du du du 

" -TH'^diTt'^d^ii^didi^di^'^di-^'df^'^-dz 



On aura de même 



, dp dv do fh 

dt dx dy dz 

, dw dtv dw d(v 

dt dx dy dz 
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Les équations ci-dessus deviendront ainsi 

I t//? _ Y du f du du du \ 

p eue ~~ dt \ dx dy dzj 

] 1 dp ^. du / dç eh dç\ 



1 i dp ^ dw f tliv 

\ p dz ~ dt \ eue 



fhv dw\ 



A ces trois équations ii faudra en joindre une autre expri- 
mant, comme on l'a supposé, que la masse fluide est continue. 
Concevons à cet effet un parallélépipède dont Tun des som- 
mets A ait pour coordonnées x, y, z et dont les arêtes partant 
de ce point soient dxy dfj, dz. 

Par la face dydz adjacente à A il entre dans le parallélépi- 
pède, dans le temps dt, la masse fluide pdydzudt; mais il en 

sort dydz Ipu -h -—- dxjdt; de sorte que, en définitive, les 

deux faces considérées donnent lieu à une augmentation de 
la masse de l'élément de volume égale à 

— dxdydzdt -^ • 

Lqs deux couples de faces opposées donnant des expres- 
sions analogues, l'augmentation totale de la masse est 



dxdydzdt {i^^^i^^i^s 



d'autre part cette augmentation est exprimée par 

eixdydz -J- dt. 

En égalant ces deux valeurs, on trouve, pour l'équation^ cher- 
chée, 

(^î H^^^^y^ dz -''' 

On peut établir sans calcul l'équation de continuité dans un 
système de coordonnées quelconques en remarquant qu'elle 
U. i3 
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exprime que la variation éprouvée dans le temps dt par la masse 
d'un élément de volume est nulle. En effet, au bout de ce 
temps infiniment petit, 

X devient a: H- udt, 
y » y-^-vdt, 

û » p -\- -T- dt -^ -y- dx -^ -T- dy '\- -r dz\ 
^ ^ dt dx df "^ dz ^ 

par conséquent, en négligeant les termes d'un ordre su- 
périeur au quatrième, la variation éprouvée par la masse 
pdxdydz est 

{a^-îdt-^-^dx-h-ldY-^-^ dz\ 
y dt dx dy '^ dz ) 

= dxdydzdt(^^^^'^-^^^]\ 
•^ \dt dx dy dz )^ 

expression qui est nulle d'après l'équation (2}. 

217. Conditions relatives à la surface» — Les équations 
précédentes s'appliquent à tous les points de rihtérieiu* du 
fluide, et, s'il est indéfini, il ne reste à y joindre que les con- 
ditions relatives à Tétat initial. 

Lorsque le fluide est terminé, on suppose" ordinairement 
que les points, qui étaient d'abord en contact avec une paroi 
mobile ou immobile, y restent indéfiniment, et que les points 
qui appartenaient primitivement à la surface libre ne cessent 
jamais d'en faire partie. Ces hypothèses restreignent beaucoup 
la question, et, malgré cela, il y a encore bien peu de cas où 
les calculs puissent s'effectuer complètement. 

Soit F(ar, j, Zy t) réquation d'une surface sur laquelle un 
point du fluide doit constamment se trouver. Supposons que, 
pour une certaine valeur de /, ses coordonnées y satisfassent; 
au bout du temps dt^ on aura 

^[x-hudt^ y-^pdt, z-hwdt, t -h dt) = o^ 



DU MOUTBMBNT DBS FLOIDBS. 196 

d'où 

d? d? dV d¥ 

♦ 

équation de condition dont le premier terme disparaît si la 
paroi est fixe. 

Cette équation devra avoir lieu pendant toute la durée -du 
mouvement et pour les points qui se trouvaient primitivement 
en contact avec la paroi dont il s'agit, et l'on en aura de semr 
blables pour toutes les parties de la surface qui ne sont pds 
libres. 

La surface libre est soumise i une pression connue />• qui 
est ordinairement la même en tous ses points, mais qui peut 
varier avec le temps. L'équation de cette surface est 

d'où l'on conclut la condition 

(4) -r-+-a-^-+-p~-f-w-^=o. 

^^' dt dx dy dz 

Les équations (3) et (4) concourent avec celles qui résultent 
de rétat initial à la détermination des fonctions arbitraires 
introduites par Tintégration des équations (i) et (2). 

218. Forme que prennent les équations aux différentielles 
partielles lorsque Xdx -hYdy -+- Zdzj udx -f- vdy -h wdz 
sont des différentielles exactes, — Supposons que l'on ait 

Ufùc H- udy -+- ivdz = dtf, 
Xdx-+-Ydf-^Zdz=d\J, 

9, U étant des fonctions de x^ /, z; nous désignerons la pre- 
mière sous le nom de fonction des vitesses, en conservant à la 
seconde le nom de potentiel. 
Les équations (i) deviennent 

i dp _^ dU f d'^ VAp rf'v df d'^ d^ f/'y \ 
p dx ~~ dx \dxdt dx dx* dy dxdy dz dxdzj 

V dp __ <fU / if' 9 d^ d*^ </q> fl?'f df^ rf'<p \ 
p Sy ~ r// \dydt « dx dxdy dy dy^ dz dydzf 

t dp dl] / rf'«p d^ d^^ d(^ d^ff dff «/'^N 

\dzdt dx dxdz dy dydz dz dz* ) 



p dz dz 



i3. 
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En ajoutant ces équations multipliées respectivement par dx^ 
dXf dzy on obtient 

,., dp „, yh I ,/rf*' <V ^?'\ * 

(5) j: = rfU-.^^-^^rf(^^,^^^^), 

toutes les différentielles étant prises par rapport k Xyjr, z en 
considérant / comme constant. Cette équation pourra s'inté* 
grer lorsque p sera constant ou sera une fonction connue 
de p, comme cela a lieu respectivement pour les liquides et 
les gaz à une température constante. La même équation peut 
encore se mettre sous la forme 

(5') ± = d\j^d^^!-dY\ 

ce qui la rend indépendante du choix des coordonnées^ 

Remarque, — En laissant en évidence les dérivées par- 
tielles» par rapport au temps, au lieu de les exprimer en 
fonction de 9, on a 

on voit ainsi que, si-^ est une différentielle exacte, il en est 

P 
de même de 

du , fh . d(v , 

-T-dx -i dr -i 7- dz. 

di at -^ dt 

Dans le cas d'une fonction des vitesses, l'équation (2) prend 
la forme 

, fl&f> , dô j d'à 
. do ^dx °dY dz _ 

^ ' dt dx dy dz ^ ' 

La loi de la densité p étant supposée connue d'après la nature 
du fluide, les équations (5), (6) ferpnt connaître p et 9; et, 
quand les fonctions arbitraires auront été déterminées, on 
déduira u, c^, w en différentiant la fonction 9. 
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219. Théorème de Lagrange. — a Lorsque ud^c-^- vdjr-^wdz 
est, à une certaine époque, une difiTérehlielle exacte, il en est 
encore de même à un instant quelconque du mouvement* » 

Il suffit évidemment de démontrer qu'il en est ainsi lorsque 
le temps augmente d'une quantité infiniment petite t. 
Soit 

du dv dw 

' àt * at ^ dt 

ce que deviennent u, v, w au bout du temps / -f- r, -^r --rn 

-7- étant les dérivées partielles, par rapport à /, de ces vi- 
tesses. 

On déduit de là 

u^dx-\^v^dy-iriv^dz= udx-f-pdjr-^tvdz-^ r l-j- cix -h -r- djr -^ — dzU 

qui est bien une différentielle exacte, d'après une remarque 
faite plus haut. 

Si donc udx -^{fdx-^wdz est une différentielle exacte à 
l'état initial, ce que Ton pourra toujours vérifier immédiate- 
ment, Il en sera encore de même à toute autre époque. Il est 
bon de remarquer que cette condition sera remplie toutes 
les fois que les vitesses initiales des molécules seront nulles. 

220. Équations du mouvement d'un fluide en coordonnées 
cylindriques. — Reportons- nous aux notations et aux for- 
mules ( 18) du n° 163 et désignons par R', T', Z' les composantes ^^ 
de l'accélération de la molécule (r, 0, z) du fluide, suivant le 
rayon r, sa perpendiculaire dans le plan normal à l'axe O2 et 

la parallèle à cet axe; soient, de plus, 

dr (B dz 

dt iU dt 

les composantes suivant les mêmes directions de la vitesse 
de la même molécule. 

Nous distinguerons, en la plaçant entre parenthèses, une 
dérivée totale de la dérivée partielle correspondante. Suppo- 
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sons que p soit une fonction de p et posons P =:= / — ; nous 
aurons 

dz 

MaiSy eh considérant deux vitesses consécutives de la même 
molécule, ou plutôt leurs composantes parallèles aux axes, 
on reconnaît facilement que 



«■-'(î)—" 



du du du du ^ 

dt dr d^ dz ' 



_, ( d^r\ dîA dw r/w 

_, //«v dw dw d(V 

Il vient donc 

i du du du du . dV _ 

//fv rfw d(Xf dw ^ _ j 

. . dt dr dù dz dz ~ ' 

Au bout du temps dt^ 

p est devenu p -h -^ di -+- u ■^'- dt -i- to ^ de -i- a^ -r de . 

^ ^ dt dx dQ dz 



r 


» 


r -h udt, 





» 


Q -+- tidty 


z 


» 


z -h wdt. 



En exprimant que la masse pdr.rd<f.dz n'a pas varié pen- 
dant le temps dt (216), on trouve sans peine, pour l'équation 
de continuité, 

dp dpu dpan dpw , pu _ 
di 'dF dB dz ^ T 



(i) • ^+T-^^-^-^^- = - 
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Plaçons-nous maintenant dans le cas d'ane fonction des vi- 
tesses et d'un potentiel, nous avons 

dtf = udr -t- (drdB -h tvdz, d\J = Rrfr ■+- TrdB -+- Zdz. 

L'équation (5'} du n"* 218 donne immédiatement ^ 
et l'équation (2) devient 

df d(f j drp 

221. Application au mouvement d'un fluide y lorsque tout 
est symétrique autour d'un axe. — Pour que u, w, w, P, p 
soient indépendants de 0, il faut qu'il en soit de même des 
valeurs initiales de ces fonctions et de R> T, Z et que le 
fluide soit à chaque instant limité par une surface de révolu- 
tion autour de Taxe de symétrie Oz; nous supposerons, de 
plus, T = o, ce qui aura lieu, notamment, lorsque les molé- 
cules du fluide seront attirées vebs un point fixe ou mobile 
situé sur l'axe 2. 

Les équations (i) et (2) deviennent, dans l'hypothèse ac- 
tuelle, 

dV du du du 9 ^ 



(5) 



dr 


1 


dt 


dr 




"^ dz 




d(o 
dt 


dùi 
dr 


dtù 
dz 


-f- 


ItùU 

r 


0, 


d? 
dz 


-h 


dw 
dt 


dw 
dr 


dw 

dz 


Z; 


dp 
dt 


-h 


dpu 
dr 


dûw 
■^ dz 


-4- 


pu 

r 





(6) 

Si Ton remarque que la somme des trois premiers termes 
delà seconde des équations (5) est la dérivée totale de eo, par 
rapport au temps, on a, en suivant une molécule dans son 
mouvement, 

(r/&)\ 2&> dr 



20Q DEUXIÈME PABTIE. — CHÀPITBB XIII. 

d'où, en désignant par a une constante, 

(7) wr'=:.û. 

Donc : la vitesse angulaire d'une molécule autour de l'axe 
de sjrméàrie, en divers points de sa trajectoire^ varie en rai^ 
son inverse du carré de sa distance à l'axe (' ), ce qui donne 
une explication des tourbillons. En général, avariera d'une' 
molécule à une autre. 

222. Examen du cas où la constante a, relative au mouve- 
ment de rotation^ a la même valeur pour toutes les molécules, 
— Supposons que les forces extérieures dérivent d'un poten- 
tiel, ou que 

R</r -+- Zdz = dU, 

il vient 

dl? du du du 

, dr dt dr dz 

dV dw div 



dz ' dt ' dr 



dz dz \ %r^} 



En retranchant l'une de l'autre ces deux équations diffe- 
rentiées respectivement par rapport à z et r, et posant 

, . du dw 

<9> Tz^-dF^'"' 



on trouve 



dri dvi dn 

-r ■+- U h W-y -^ 

dt dr dz 



(du dw\ 



ou encore 



En développant l'équation (2), après avoir supprimé le 
terme — ^ j et remplaçant - par -^ » on obtient 

•^"' dr dz" \pdt) rdt' 



(*) M. Svanberg, de Stockholm, parait avoir le premier énoncé cette propo- 
sition. 
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parsuite, en supprimafit les parenthèses, devenues. inutiles, 
des dérivées totales, 

, . ^ dm { dû dr\ 

équation dont l'intégrale est 

du dtv . 

b étant une constante indépendante de la position de chaque 
molécule, mais pouvant varier d'une molécule à une autre. 
Si b est nul à un instant donné pour toutes les molécules, 
il en sera de même pendant toute la durée du mouvement et 
l'on aura constamment la relation 

du ^ dw 
dz ~~ dr 

qui exprime que udr-hwdz = d<fesi une diiférentielle exacte, 
ce qui est une vérification du théorème de Lagrange. 

Les équations (3) et (4) deviennent alors, en supprimant les 
dérivées par rapport à et comprenant dans f la fonction ar- 
bitraire du temps introduite par l'intégration de la première, 

/,o» p_n '^f ^ f^f''f'y'\ «' , 

(i3) p_U-jjj.--^^-p + ^j__,, 

^ ' dt dr r dr dz ' 

formules que nous appliquerons, un peu plus loin, au mou- 
vement des liquides. 



§ IL — Du mouvement des fluides incompressibles. 

223. En considérant les liquides comme incompressibles, 
nous devons supposer p constant dans les équations du para- 
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graphe précédent. L'équation de continuité devient 

, , du dv div 

ou 

, . d^9 d^9 d^o 

lorsqu'il y a une fonction de la vitessOé On a, de plus^ dans 
ce cas, en intégrant Téquation (5) du n° 218, 



<'i f-"-S-KS- 



_I — }- 




Lorsque le liquide est uniquement soumis à l'action de la 
pesanteur, on a U = gz, en dirigeant Taxe des z suivant la 
verticale, et Téquation précédente devient 

^^ P ^^ ^Xdx' df' dz") 

Comme nous Tavons déjà dit plus haut, il n'y a qu'un très- 
petit nombre de questions que Ton puisse résoudre en par- 
tant des équations de l'Hydrodynamique, à moins de faire in- 
tervenir une hypothèse particulière sur le mouvement, celle 
des tranches, ce qui fait descendre l'Hydrodynamique au ni- 
veau des sciences d'application, parmi lesquelles elle prend 
le nom d'Hydraulique; elle sera ultérieurement pour nous, 
à ce point de vue, l'objet d'une étude spéciale. 

Nous allons maintenant faire connaître les quelques applica- 
tions que Ton a pu faire des équations de l'Hydrodynamique, 
considérée comme science pure, en renvoyant, pour ce qui 
concerne les marées et le mouvement de l'atmosphère, à notre 
Traité de Mécanique céleste. 

224'. Du mouvement permanent d'un liquide pesant, — 
Lorsque l'on maintient un liquide pesant à un niveau con- 
stant, dans un vase muni d'un oriflce, le mouvement devient 
permanent au bout d'un certain temps, c'est-à-dire que toutes 
les molécules qui se succèdent en un même point de l'espace 
sont animées en ce point de la même vitesse en grandeur 
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et en direction et que la pression correspondante est indépen* 
dante du temps. 
Si l'on suit une molécule m, on a 

I ^ __ du . i dp _ av i dp dtv 

'pdx'^ di^ 'pdx'^^di^ J dz'^^'^ "dF' 

En ajoutant ces équations» multipliées respectivement par dxf 
djr, dz^ on obtient 

-dpzzz gdz — (udu -h vdtf -+- tvdtv), 
? 

Soient 

V«, V les vitesses ; 

/?„ />! les pressions correspondant aux ordonnées ^o> ^\ ; 

n = p^ le poids spécifique du liquide. 

liaient, en intégrant l'équation précédente» 

Supposons maintenant que Vo» p^ se rapportent au niveau du 
liquide placé dans l'atmosphère elY, p = p^h un orifice pra- 
tiqué dans la paroi du vase et censé assez petit pour que l'on 
puisse considérer la vitesse comme étant sensiblement la 
même en chacun de ses points* Gomme les vol urnes du liqaide 
qui traversent simultanément» par seconde» le plan de niveau 
et celui de l'orifice et qui mesurent ce que l'on appelle la dé- 

pense ou le débit sont égaux» le rapport [-^j sera très-petit 

et négligeable devant l'unité» et» en désignant par h la hauteur 
z — 2o du niveau au-dessus de l'orifice» la formule (4) donne 

c^est*à-dîre que la vitesse d* écoulement est Id même que celle 
qu'acquerrait un corps pesant en tombant dans le vide d'une 

hauteur égale à celle du liquide dans le vase. 

Lorsqu'il y a une fonction de la vitesse» l'équation (3') 
donne» pour la vitesse V du liquide en un point {x^ y^ z de 
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la masse fluide, 

C étant la constante arbitraire à laquelle se réduit la fonction 
arbitraire du temps que nous avons comprise dans 9; de sorte 
que les vitesses sont égales en chacun des points d'une même 
section horizontale» pour lesquels la pression est la même et, 
par suite, en tous les points du plan de niveau ; mais ces vi- 
tesses n'ont pas nécessairement la même direction. L'équa- 
tion précédente donne immédiatement, comme plus haut, 

V — V» n 



%g n 

225. De V écoulement y par un orifice horizontal^ d'un li- 
quide pesant contenu dans un vase dont la paroi est de révolu- 
tion autour d'un axe vertical, — Le3 formules (1 3 ) et ( 1 4 ) du 
n®222 donnent, en supposant que, à l'origine du temps, les 
molécules n'étaient animées d'aucun mouvement rotatoire ou 
quea = o, 

(5) Z=U-^-i(S-H^V 

Distinguons par l'indice i toutes les quantités qui se rap^ 
portent aux molécules qui glissent, suivant la paroi, pour 
une valeur quelconque de z, rt étant une fonction donnée de 
cette variable. On exprimera évidemment que le glissement 
a lieu en posant 

(7) "•=^«-^- 

Si nous désignons par q le volume qui s'est écoulé du vase au 

bout du temps t, ^ dt sera le volume qui traverse, dans le 

temps dt, une section horizontale quelconque du vase et roo 
aura '• 

-ldg~ I 'XT^rdrwdt = 7.f^dt \ wrdr. 
dt Jo Jo ' 
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II est facile de vérifler que cette expression est indépen- 
dante de z ou que 

d^Jo Jo dz ' * dz 

car l'équation (6) peut se mettre sous la forme 

dru dw 

et la formule précédente devient 



-r 



dru j dr. 



Q dr » > dz 

OU 

dr, 

ce qui n'est autre chose que la condition (7) que l'on pourra 
donc considérer comme comprise dans l'équation 



tvrdr^ 



(8) Q = ?^p 

Q = — ■ étant uniquement une fonction de t. 

Comme on ne connaît pas la solution la plus générale de 
l'équation (6), le problème proposé ne sera soluble que dans 
un nombre limité de cas que nous allons maintenant faire 
connaître en supposant que le niveau reste constant et que le 
mouvement soit devenu permanent. 

Admettons que 9 soit développable en série, suivant les 
puissances ascendantes de r, et désignons ce développement 
par 

n étant un nombre entier positif quelconque et les coef- 
ficients An des fonctions inconnues de z liées entre elles par 
des relations que Ton obtiendra en substituant cette exprès- 
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sion dans réquation (6), et égalant à zéro les coefficients des 
mêmes puissances de r. Il vient ainsi 

A, = o, 

A - 1 ^ 

A3=o, • 






d'où 



A _ _(.ziir_ ^^io 

^«~"2^4^..(2/^)' dz^ 



et 



^~ A=•2^4^..(a/^)* ûfe 






Comme ;t25 w^ i^^ renferment pas Ao, mais seulement ses 



dr dz 
dérivées, nous poserons 

et nous aurons 



dz ' 



^f_V (-ï^" ^"^^^^^n-i 



= îiî - V ( — ir 

, , " "■ e/^~^„_,2^4^..(2/^ — 2)\2/i rfz^- ' ' 

«, = î!?-V ( -1)' rCV ^ 

Il ne reste donc plus que la fonction arbitraire W qu'il faut 
déterminer d'après la forme du vase ou d'après la condir 
tion (8), Q étant une constante, qui représente le débit, et 
qui est également une inconnue de la question ; on obtient 
ainsi 

( \ ^^ .2 V ( — 1)" d^ 

V^^ ' 27r '''.Éid„^,2^4'-.(a/^)^2{«-+-I) ^/«=" '' 



an ' I > 



■V 
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équation linéaire en Y dont on ne pourra tirer parti qu'autant 
que W sera une fonction algébrique. 

Supposons que l'on ait, pour déflnir la forme du vase, la rela- 
tion suivante, quj comprend une grande variété de courbes : 

l") ''» Jli^,a^4^..(a/^)^2(/^^-lJ dz^''' "^ 

C étant une constante donnée, F un polynôme également 

donné, du degré 2» ou an 4- 1; comme on a -j-^^i = o, on 

voit, en comparant entre elles les formules (10) et (n), que 
Ton peut prendre 

par suite 



27rC-^«_« 2'.4^ . .(a/2 - 






11=0 

Soient 



,4^..(a/^)' dz^ 



h la profondeur du vase; 

r\, a le rayon de Torifice et Tinclinaison de la méridienne 
aux points correspondants. 

La pression du liquide sur le pourtour de l'orifice étant 
égale à la pression atmosphérique, la vitesse correspondante 
V est donnée par la formule 

ou 

V^ = 2gA, 

en négligeant la vitesse à la surface de niveau ; mais a = V sin a, 
<v = V cosa ; par suite 

u — sina^^gh') 

En portant ces valeurs dans les équations (i3), en y suppo- 
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sant z' égal à l'ordonnée z\ du centre de roriûce> il vieni 

' C 

Q = airrJ'siliav'agA ^;j / ^y, ^ii,-ip 



2-__JciII___ . fL_£ /.« 



-hl 



c 



ou 



(i4) Q = ^ri>v/2gv^, 

en posant 

sGsîna 



(-1)» d-^ 

iU-i ' 1 



2^ — 1)" rt-'—r 

„^, 2r4\7:{2^ ^^=^2fâ« 5^î=^«^ '' 






.>.2^4^..(2/lr £&:« *' 



Si l'on avait fx — i, la formule (i4) donnerait le débit si 
toutes les molécules qui traversent Torifice étaient animées 
de vitesses verticales. Le facteur fx, que l'on appelle le coef- 
ficient de dépense y ou de contraction en se plaçant à un point 
de vue physique que nous nous réservons de faire connaître 
en Hydraulique, représente la correction que l'on doit faire 
subir au résultat auquel conduit l'hypothèse précitée pour 
faire la part de l'obliquité sur la verticale^ croissant avec r, 
des trajectoires des molécules arrivées dans le plan de l'ori- 
fice. 

Le cas le plus simple que l'on ait à examiner est celui où 
Ton a « = o, c'est-à-dire où 

a étant une constante; on trouve facilement alors que 

\t. = COSa, 

ce qui s'accorde avec les résultats de quelques expériences sur 
l'écoulement de l'eau par des ajutages coniques convergents. 



DU MOUTBMXIIT BBS FLUI9B8 INCOIIPEB88IBLE8. 209 

Sans entrer dans plus de détails sur le sujet qui nous occupe, 
nous ferons remarquer que, quelle que soit la forme de la paroi, 
on peut par interpolation, dans des limites déterminées, en 
profltant de l'indétermination de n, faire en sorte que tout 
profil puisse très-approximativement être représenté par une 
équation de la forme (i i), de sorte que dans tous les cas on 
pourra obtenir une valeur approchée du coefficient de dépense. 

326. Des mouvements ondulatoires d'un liquide pesant, — 
Si l'on fait pénétrer sur une très-petite profondeur, à partir de 
la surface de niveau, un corps solide dans une masse d'eau 
en repos, les molécules de la masse entrent en mouvement, 
mais leurs vitesses restent très-petites, c'est-à-dire de l'ordre 
de grandeur de la cause qui les détermine. Il se produit des 
ondes obéissant à des lois que nous nous proposons de dé- 
terminer. 

Nous prendrons pour plan des 2:7* celui du niveau du liquide 
à rétat de repos, en dirigeant l'axe des z dans le sens de la 
pesanteur. 

En raison de la petitesse supposée des vitesses, nous négli- 
gerons les secondes puissances de leurs composantes paral- 
lèles aux axes coordonnés. 

Les équations (a) et (3) du n** 223 deviennent par suite 

d^fù f/'« d^o 

(0 ■Â^ + id^irri^''' 



d'^ 

dx" 


-h 


d*9 


d'o 

dz^ 




p 


=g^- 


do 
dt 



Nous pourrons considérer p comme étant l'excédant de la 
pression réelle, en un point, sur la pression atmosphérique, 
puisque cela revient à comprendre dans f le produit de cette 
dernière par le temps. 

Soit z' l'ordonnée, au bout du temps ^ du point géomé-* 
trique {x, y] de la surface; nous aurons pour condition rela- 
tive à cette surface, où p ^ o, * 

(3) ^"^^Tt I^"^ ^="^' 

n. 14 
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d'où 


^ dt~ de ' 


ou 




(4) 


d9 d^9 
^dz= de' I^""^ *=«• 



Si h est la hauteur supposée constante de la masse d'eau, nous 
aurons aussi 

(5) ^^^' P^"^ ^"^^' 

227* Examen du cas où le liquide est renfermé dans un 
canal indéfini limité latéralement par deux parois planes, 
verticales et parallèles entre elles. — Nous prendrons le 
plan zOx parallèle aux parois latérales du canal. 

Dans l'hypothèse actuelle nous considérerons l'ébranlement 
comme produit par le contact, avec la surface de niveau, d'un 
cylindre placé perpendiculairement aux parois latérales; ce 
cylindre pourra être supposé circulaire, puisque dans le cas 
contraire on pourrait le remplacer, pour la faible partie im- 
mergée, par son cylindre osculateur. Nous fixerons l'origine 
des coordonnées au milieu de l'intersection du plan méridien 
vertical du cylindre avec le plan^O^. . 

Les vitesses ne pouvant avoir lieu que dans des plans pa- 
rallèles à zQx, f sera indépendant de j, et nous aurons, au 
lieu de l'équation (i}? la suivante : 

équation qui sera satisfaite en posant 

(p = (M^-'"*' -f- M'e^*)cos/w(a? — a), 

M, M', m, a étant des fonctions arbitraires du temps. 
Pour satisfaire à la condition (5), quel que soit Xy il faut que 

d'où Ton tire 
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T étant une nouvelle indéterminée ; on a alors 

Pour satisfaire à la condition (4)» quel que soit x, on voit 
qu'il faut que m et a soient deux constantes, et que Ton ait 

df ' 

en posant 

On déduit de là 

T — Nsina/ -+- N'cosfl/, 

N, N' étant deux constantes arbitraires : on pourra donc 
prendre pour l'intégrale complète de l'équation (i') qui con- 
vient au problème 

(7) ? = l[(r^''-i^ -H e-'"^*-*^](N8infl* h- N'cosfl/)cos/M(j:^- a), 

expression dans laquelle le signe 1 s'étendra 'à toutes les va- 
leurs possibles des constantes N» N% m, a. 
Soient maintenant 



dt 



do -, , } pour z = o, / — o, 



les données relatives à l'état initial de la surface. D'après la 
formule (3), l'équation 

(8) ^'-/W 

sera celle de la forme initiale de la surface libre. 
Nous aurons ainsi 

i F(x)=2~(^H-^— *)C08/w(a?-a), 

(9) ^ În 

Pour plus de simplicité nous nous bornerons à considérer 
le cas où le fluide est en repos à l'instant initial, ce qui revient 

«4. 
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à supposer F(^) = o ou N' = 0; on se placera dans ces condi* 
lions lorsque, après avoir enfoncé le cylindre dans le fluide et 
avoir donné à ce dernier le temps de revenir au repos, on 
retirera subitement le cylindre en abandonnant le fluide à l'ac- 
tion de la pesanteur. 

Si Ton désigne par / et — / les largeurs de la zone de con- 
tact du cylindre avec le liquide de part et d'autre de O7, 
l'équation (8) ne devra subsister que pour les valeurs de^ 
comprises en / et — /, et Ton devra avoir z' =zo pour toute 
autre valeur de x^ et de plus, en raison de la symétrie, 

On aura donc, d'après une formule connue, 

expression qui comporte pour i toute la série des nombres 
entiers depuis l'unité jusqu'à l'infini. 
En comparant cette expression à la seconde des formules (9), 

ITT 

on voit que l'on doit supposer m = -y-) a=o; on a, par 
conséquent, 

ë • t/o ' 

en prenant seulement la moitié du second membre lorsque 
/ = o, valeur à laquelle correspond a = : il vient donc 



a\e ' -H ^ V 

Cette expression, jointe à la formule (6), donne la solution 
du problème proposé, quelle que soit la profondeur. Quelque 
petite qu'elle soit, on ne pourra pas réduire toutes les exponen- 
tielles au premier terme de leur développement, puisque itt j 

peut devenir très-grand; nous ne nous arrêterons donc pas à 
ce cas particulier, qui n'offre aucun intérêt spécial. 
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3SB» Hypothèse d'une profondeur infinie. — Supposons 
que la profondeur h soit assez grande pour qu'on puisse la 
supposer infinie. 

La formule (6) donne 



par suite. 



i%M 



On reconnaît sans peine que cette intégrale satisfait à Téqua* 
tion (4)» quel que soit z\ donc la pression est indépendante 
du temps, c'est-à-dire qu'une même molécule éprouve la 
même pression, pendant toute la durée du mouvement. 

En négligeant les termes d'un ordre supérieur au premier 
en Xf on peut prendre 



x" 



pour équation de la partie immergée du cylindre, p étant le 
double du rayon de courbure de la section droite; on recon- 
naît alors que 

y f[x) ces '-^ dx =: (- ly j^. 

Si l'on désigne par o) la portion immergée de la section droite 
du cylindre, on a 

û) = — . / x^dx = jr- P: 
P Jo ^P 

la valeur de l'intégrale ci-dessus devient par suite 
Il vient donc 

On voit, d'après cela, que le motivement de «ctoque tôolé*- 



^l4 DBUIIÈMB PABTIE. — CHAPITRE XIII. 

cule fluide se composera d'une infinité de mouvements os- 
cillatoires indépendants les uns des autres. 

229. Étude d'une oscillation partielle.— Il nous suffit donc 
d'étudier les propriétés de celui de ces mouvements partiels 
qui correspond au terme général de la formule précédente. 

Si nous posons 



(i3) 



nous aurons 



r/flp dr9 

U = -i-) W = — t 
ax az 



lie. 



7 = 1 — cos-^sini/-^/, 



(i4) 



u = 



TT 



Xe 






w 



sin — — sm ^ / —f- /, 



V / 



IttZ 



w= 3 — cos 






On voit, d'après ces formules, que toutes les molécules du 
fluide entrent simultanément en mouvement à partir de l'in- 
stant initial. 

Si nous désignons par V la vitesse de la molécule (^r, z)^ 
nous aurons 



irAff 



IV z f- 



//' 



- = tang -j- 

(V t 



(l5) \==y/u'-^w' = 

avec la relation 

(i«) 

Donc : 

1° Toutes les molécules, primitivement situées dans un même 
plan vertical, exécutent simultanément des oscillations recti- 
lignes parallèles, isochrones, mais dont les amplitudes dé~ 
croissent rapidement quand la profondeur augmente. 
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2® A un même instant, la vitesse est indépendante de la 
position horizontale de la molécule. 

Proposons- nous maintenant d'étudier, indépendamment 
l'un de l'autre, les deux systèmes d'oscillations verticales et 
horizontales. 

230. Oscillations verticales, — Pour étudier les propriétés 
du mouvement des molécules, primitivement situées dans un 
même plan horizontal, il nous suffit de voir ce qui a lieu 
pour le niveau, puisque cela revient, dans la troisième des 
formules (i4)» à comprendre l'exponeniielle dans la con- 
stante A. 

Cette même formule se réduit donc à 



d'où 



, A /tt iirx /iwfi' 



Pour chaque valeur de t, le profll sera donc une cosinus- 
oïdé dont les abscisses correspondant aux maxima et mi- 
nima et aux points d'inflexion seront indépendantes du temps. 

Lorsque deux parties consécutives de la courbe, l'une sail- 
lante et l'autre en creux, auront atteint leur maximum de dé- 
veloppement, la première s'affaissera graduellement de ma- 
nière à produire, pour l'observateur, le même effet que si 
elle s'avançait vers le creux pour le combler ; de sorte que la 
partie saillante, ou Vonde, aura paru s'avancer jusqu'à l'empla- 
cement du creux primitif, lorsque celui-ci sera remplacé par 
un maximum positif. L'intervalle de temps t<, nécessaire pour 
que ce déplacement apparentait lieu, correspond évidemment 
à celui pour lequel w change de signe, en conservant la même 
valeur absolue : on a donc 
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La différence des abscisses correspondant à un maximum 
et à un minimum étant -9 on peut dire que l'onde s'est» en 
apparence, propagée avec la vitesse 



W 






Cette vitesse va ainsi en décroissant quand i augmente; 
mais, comme le maximum de z' par rapport à or et ^ varie en 
raison inverse du carré de i, il s'ensuit que, au delà d'une 
certaine valeur de i, soit 6 par exemple, les ondes doivent 
paraître insensibles. 

231. Oscillations horizontales. —En représentant fictivement 
par z' l'accroissement variable de a: pour une molécule, la 
seconde des équations (14 ) donnera, en l'intégrant, une sinus- 
oïde, qui ne différera de la cosinusoïde précédente qu'en ce 
que les abscisses des maxima et minima de l'une des courbes 
seront celles des nœuds de l'autre et réciproquement. On 
rentre donc complètement dans le cas précédent. 

232. De la houle. -— La mer est constamment animée d'un 
mouvement relatif par rapport au noyau terrestre. Ce mou- 
vement résulte de la superposition de mouvements ondula- 
toires partiels faisant partie de l'une des deux catégories sui- 
vantes : 

i"^ Le mouvement oscillatoire connu sous la double déno- 
mination ^^flux et de reflux est dû à la différence des accé- 
lérations imprimées aux molécules de la mer et au centre de 
la Terre, résultant des attractions de la Lune et du Soleil. Les 
ondes dues à ces deux attractions se superposent et forment 
un ensemble grandiose d'ondulations; leur vitesse apparente 
de propagation étant trèsTlente par rapport aux vitesses sem- 
blables des ondes de la seconde catégorie, on peut les consi- 
dérer comme en repos dans l'étude de ces dernières. 

2* Les ondes constituant la houle, le clapotis, etc., déter- 
minées par des causes diverses, le vent, la tempête, etc., et 
que nous avons spécialement en vue d'étudier. 
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Nous supposerons» comme cela a lieu en réalitéy que les 
déplacements des molécules de la mer sont très-petits relati- 
vement au rayon terrestre par rapport auquel la profondeur 
variable de la mer est également très-petite. 

Soient 

O le centre de la Terre; 

fit» sa vitesse angulaire; 

B le complément de la latitude du point m d'une surface de 

niveau de la mer supposée en équilibre; 
car la longitude de m, mesurée à partir d'un méridien déter- 

minéy dans le sens de la rotation; 
g la pesanteur proprement dite, c'est-à-dire l'accélération due 

a l'attraction de toute la masse de la Terre sur le point m; 

elle sera constante pour tous les points de chaque surface 

de niveau si l'on néglige l'aplatissement aux pôles; 
p la densité de la mer, en prenant pour unité la densité 

moyenne de la Terre; 
r le rayon moyen de la surface de niveau passant par le 

point m; 
r -h iVa le rayon Om; 

r-H (V ce qu'il devient pendant le mouvement; 
u^ V les projections du déplacement de m sur la méridienne 

de la sphère moyenne de la surface de niveau» en allant 

vers réquateur» et sur la tangente au parallèle de la même 

sphère dans le sens de la rotation. 

Nous supposerons Wt, w, u, v assez petits pour n'avoir à 
tenir compte que de leurs premières puissances. Dans cette 
hypothèse, les angles 9 ei m sont devenus pendant le mou- 
vement 

r rsinô 

comme on le reconnaît en faisant une Bgure ; la pression a 
varié et n'est plus la même en tous les points de la couche 
de niveau déformée* 

On trouve facilement^ pour les composantes de l'accélération» 
force centrifuge composée (84 et 85, I" Partie) du point m 
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arrivé en m\ 



— 26» 1 



2ft>smÔ -7- suivant fv, 
at 

dt dt J y 

26>cosO -r » u, 
dt 



Les composantes correspondantes dues à Tinertie sont res- 

d^w d^v d^u 
pectivement - -^ , -_, _-^. 

Le travail virtuel de ces accélérations pour un déplacement 
élémentaire sur la surface de niveau déformée sera, aux termes 
du second ordre près, le même que si m! se trouvait sur la 
sphère moyenne au point rrix où elle est percée par le rayon 0/n. 
Le travail virtuel élémentaire des composantes suivant ce rayon 
devra donc être considéré comme nul, et Ton aura pour la 
somme de travail des autres composantes 

[-2«(cos9g+sinO^)-5]r8in0e/cr 
H.(^.c.C0SÔ--.^)r^. 

Le travail de la pesanteur étant 

— gdiv, 

et celui de la force centrifuge 

~£/| (r-4- «')^sin' (^ "*" ■" ) I ~ »'^( — sin'0-f-rwsin*0-4-A*asinOcos6 j, 

on a, en appelant p la pression en m% 

[^^ a^ ^cosG I' 4- sine ^) ~ 5] '•«^^^^ 



tù^d { — sin'O -{- rMfsin^ô -+- rasinÔ cosô ) = 



dp 

7' 



La petite longueur (v« pouvant être considérée comme ayant 
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la même valeur pour le point m et celui de la surface de ni- 
veau situé sur Om', on a> pour le second point, 

fà^dl- — h nVjSin'ô -+- rw sinO cosô j — gdw^ = o. 

Si donc on représente par z l'élévation tv — (Vo de la mo- 
lécule m au-dessus de la surface de niveau, il vient, en retran- 
chant membre à membre les deux équations ci-dessus, 



(0 



I — aw ( cosô - — *" ^^'^^ 777 ) "^ in I ^^^^^^^ 
-h ( awcosô ^ — -^\rdB — gdz-h(ù'rd{zB\n*Q) = — ('). 



Nous prendrons maintenant pour unité de longueur le 
rayon moyen de la surface d'équilibre de la mer. La pro* 
fondeur de la mer, que nous désignerons par y, au point m 
de cette surface, étant très-petite, on pourra supposer que 
les déplacements éprouvés par les points situés sur un même 
rayon lors de l'équilibre sont les mêmes, ce qui paraît con- 
forme aux résultats de certaines observations de Bougainville 
et de Bremontier ('). 

La formule (i) donne ainsi à la surface de la mer, en négli- 
geant la force centrifuge, qui est très-petite par rapport à g, 



N 



[-^«(coseg-i-sinoj)-^)]^^^^^" 

H- I 2WCOS0 -r — -jy jdQ —gdz = o. 



La profondeur yi en m' étant égale à la profondeur corres- 
pondant au même rayon, lors de l'équilibre, augmentée de z, 
on a 

dy dy p 

" ' d^ dxs %và^ 



(*) Cette équation est applicable aux marées en introduisant, dans le premier 
membre, le potentiel élémentaire </V dû aux attractions du Soleil et de la 
Lune {yoir à ce sujet mon Traité élémentaire de Mécanique céleste, Chap. VII). 

(*) Recherches sur le mouvement des ondes, 1809. 
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L'élément de surface sphérique —dcos6dw, relatif au 
point m, est devenu, en mf, 

acosô dfs\ sinô/ 

L'équation de continuité s'obtiendra en exprimant que le 
produit de cet élément par yi, représentant le volume du 
prisme élémentaire correspondant, est égal à — y(/cosd^iiT,ce 
qui conduit à 

. djyusmQ) d.yv 

^ ' Binôme sinô^a' 

Comme la profondeur y est très-petite, cette formule montre 
que z sera lui-même très-petit par rapport k u eivei par suite 
que w est négligeable dans le premier terme de l'équation (^), 
qui, en vertu de l'indépendance des variations de 6 et m, se 
décompose dans les suivantes : 

d^u ^dif dz 

^^^ ^ //V ,du g dz 

-j-7 -H2«C0S6— = ^ 3-. 

dt* dt sin9 dxs 

Enfin, en posant |ui==cosd, les équations (4) et (3) deviennent 

l d^u du / :.dz 

d^v du g dz 

(5) \-dP^'"^^di-~'^/^T=^^d^' 

dytt^i — |x* I dyt> 

~~ dp- y/i — p» dfs 

Telles sont les équations différentielles de la houle et qui 
doivent faire connaître u, v, z en fonction de /, /x, xs. 
Elles sont satisfaites par les valeurs 

z = iX^cosit •+- ïA'i sîni/, 

u ~ ZBjCOSiV -+- îBf siniV, 

V = zCjCOSiV -h 2C| sine/, 



DU MOCTIMBNT DBg PLUIDBS INGOKPftBSSlBLBS. 221 

/ étant un nombre quelconque, et A/, Bt, d, Àj , . . . des fonc- 
tions de jUL et GT définies par les équations 



. / 'ffA 






/ ; dk, I dki 



^f* /Vi~f**<^^ 



i(i*~4«V) 



' dit V^i — /**" ''^ ' 

/ j^Aj î rfA,. 

^"^ ^ dfl y/,_^« rf© 



c;=^ 



A 






Pour chaque valeur de i, ces coefficients dépendront de six 

fonctions arbitraires de [x et m. Ces fonctions se détermine- 

, ,, . dz du dv 

ront par les conditions que ^t^f^f "ij^ ~Tf'> zn sont pour / = o 

des fonctions connues de /m et jd; elles devront, de plus, satis- 
faire aux conditions ii = o, (^ = 0, pour le contour de la partie 
émergée de la terre, qui sera représenté par une équation de 
la forme /(fJt, cj) = o. 

Le problème se simplifie considérablement si l'on suppose 
la profondeur et les conditions initiales du mouvement indé- 
pendantes de la longitude; car les A/, B/,. . . deviennent in- 
dépendants 4e Wy et, au lieu d'équations aux différentielles 
partielles, on n'a plus que des équations différentielles par 
rapport à /m. Le problème est encore plus simple dans le cas 
d'une mer de profondeur constante* 

Il serait intéressant d'étudier le cas d'une mer limitée par 
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deux méridiens et dont la profondeur serait déGnie par 

c7i et k étant deux constantes et n un exposant positif. 

§ in. — Du mouvement d'un corps dans un liquide pesant, 

233. Équations du mouvement d'un liquide pesant^ rap- 
porté à trois axes rectangulaires mobiles, — Soient> au bout 
du temps ty 

x*y y y z' les coordonnées d'une molécule m du liquide» paral- 
lèles à trois axes rectangulaires fixes 0'^', Oy, 0' z'; 

p le rapport de la pression au même point, à la densité du 
liquide, ou encore la valeur de cette pression, en suppo- 
sant, comme nous le ferons dans ce qui suit, cette densité 
égale à T unité; 

V^, V/, V,' les composantes parallèles aux trois axes de la 
vitesse V de la molécule m. 

Nous aurons, en nous plaçant dans le cas d'une fonction de 
la vitesse, 






d'où 



(^) ' "^-s/d^-^d/'^^r^' 

L'équation de continuité 

. fi^f9 fi^f ff^V 

^^ "dF^^ d^^'^ H^^ ^' 

jointe aux conditions spéciales du problème» fera connaître 
la fonction <p. 

Si nous désignons par Z la distance du point m à un plan 
horizontal fixe, considérée comme positive ou négative, selon 
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qu'elle est située au-dessous ou au-*dessus de ce plan» par g 
raccélération de la pesanteur, on a, pour déterminer la pres^ 
sîon p, Féquation 

(c) ^ = ^Z-^--. 

Remarque. — La vitesse V étant normale à la surface repré- 
sentée par réquation 

ff = const., 

et l'expression (6) conservant la même valeur, quel que soit 
le système d'axes rectangulaires (*), les formules (à) et {h) 
subsistent pour tout autre système d'axes rectangulaires que 
l'on voudra substituer aux premiers. 
Maintenant soient, au bout du temps /, 

Xy x* ^ l^s coordonnées de la molécule m, parallèles à trois 
axes rectangulaires Ox^ Oy, Oz^ dont l'origine et l'orien- 
tation varient à chaque instant; 

a la vitesse du point ; 

n, p, q les composantes de la rotation instantanée du système 
des trois axes, suivant Oxy 0^, 0^. 

Pour abréger, il nous arrivera souvent de désigner par u 
l'une quelconque des coordonnées x, ^, z et par suite de 
distinguer par l'indice u la composante d'une vitesse, d'une 
accélération ou d'une force estimée suivant On. 

En supposant que l'on exprime <p en fonction des coordon- 
nées Xy Xf ^ substituées k x'y jr'y z', au moyen des formules 
connues de la transformation des coordonnées, on a, d'après 
une remarque faite plus haut, 

•+■ -r-i-f -ni 



( ' ) Foir la Note placée à la fin de ce Chapitre. 
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La forme {d) donnée à l'équation de continuité^ résultant 
essentiellement des relations (a), doit subsister pour les axes 
mobilesy en vertu de la formule {a'}, de sorte que Ton a 

d'o d^f d^fp 

Enfin la vitesse relative du point m, par rapport aux axes 
mobiles, étant la résultante de la vitesse absolue V et de la 
vitesse d'entraînement, prise en sens contraire, ses compo- 
santes, estimées suivant les mêmes axes, sont données par 

dje dv 
dz do 

SSb. Résultantes et moments des pressions d'un liquide sur 
la surface d'un corps qu'il recouvre. — Supposons que les 
axes ci-dessus 0^, O7*, 0^ soient invariablement reliés au 
corps et qu'ils soient menés par son centre de gravité 0. 

Soient 

P« la somme des composantes des pressions qui s'exercent 

sur les éléments de la surface du corps, estimées suivant 

l'axe Ou ; 
OTL. la somme des moments de ces pressions, par rapport au 

même axe, la convention relative aux signes des moments 

étant la même que pour les rotations; 
pu la pression sur la surface du corps au point {^, 7*, ^) ; 
d(ù l'élément correspondant de la surface ; 
N la normale à cet élément. 

On a 

P„=- I Po<^os[N, u)d<»i, 

(/){ / 

Dîl^= / /?o[2COs(N,jr) — rcos(N, z)]e/w, 3TL^ = ..., 311/,= ..., 

ces intégrales étant prises pour toute la surface du corps. 
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Remarque. — Avant d'aller plus loin, nous ferons remar- 
quer : i** que sxp^ renferme un terme constant, ce terme dis- 
paraît dans les intégrales; 2° que, d'après la formule {d')^ le 
terme de p^ qui dépend de la pesanteur ne donne dans les P» 
que les composantes du poids du fluide déplacé, prises en 
sens contraire, et n'a, par suite, aucune influence sur les ^u. 

235. Équations du mouvement du corps. 

Lbmme. — Relations entre les projections de la vitesse de 
l'origine de trois axes rectangulaires mobiles sur ces ajces et 
les projections analogues de V accélération de ce point. 

Soit 9 l'accélération de l'origine 0, ou la vitesse absolue de 

l'extrémité de la droite OA qui représente la vitesse a de 0. 

En projection sur Oj?, la vitesse relative du point A, par 

dfti 
rapport aux axes, étant -j-j et sa vitesse d'entraînement 

pax— qa^y il vient 

da 

et, de même, 

da 
da. 

Revenons à la question qui nous occupe. 
Soient 

M la masse du corps; 

gu la projection de l'accélération de la gravité sur l'axe Ou\ 

V^u la composante, suivant le même axe, des forces qui agissent 

sur le corps, autres que la pesanteur et les pressions; 
JrL'„ le moment résultant de ces forces par rapport au point 0. 

Les formules (a) s'appliqueront au mouvement du centre 
de gravité du corps, en y supposant 

n. i5 



d'où 



(«) 
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et les équations de ce mouvement, suivant les trois axes, 
seront 

[g] (M^ = .... 

M— * = 

Les équations du mouvement du corps autour de son centre 
de gravité^ en désignant par A, B, C les moments d'inertie de 
ce corps par rapport aux axes Oxy 0/, Oz sont 

Aj4.(c~B)/^ = oit„^- on;, 

^dt 

236. Équations du mouvement du liquide en coordonnées 
curvilignes. — Soient, en désignant par p, pi, pa trois constantes 
arbitraires, 

les équations de trois séries de surfaces orthogonales, qui, 
par leurs intersections, nous serviront à définir tous les points 
de l'espace. La première de ces équations sera censée repré- 
senter la surface du corps, lorsque p prendra la valeur parti- 
culière po et donnera les points situés à Tinfini pour p=:QO. 

Il nous arrivera souvent, pour abréger, de représenter par 
Pi ou py l'un quelconque des paramètres arbitraires p, pt, p>, 
. que nous allons maintenant substituer aux coordonnées rec- 
liligneso?, j, -s (*). 

En posant 



(*] Les arbitraires jOj, pfy considérées comme fonctions des coordonnées, 
doivent satisfaire aux conditions (4) ^^ (4') ^^ ^^ "^oXa placée à la fin du Cha- 
pitre. 
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nous aurons, au lieu des équations (6'), {&) et (d'), les sui- 
vantes : 



^ ^ d? \h, h, rip) ^ dp, \hh, dp, ) ^ dp, \hh, dpj - ^ ^ )• 

Dans réquation (2], on a remplacé la dérivée totale —• de 

l'équation (c') par sa valeur en fonction des dérivées partielles 
de 9 ; nous distinguerons ces dernières par des parenthèses 
quand il pourra y avoir ambiguïté. 

237. Occupons-nous maintenant de la transformation des 
équations (e), qui donnent le mouvement relatif du liquide, 
par rapport au corps. 

En divisant par dt la relation 

1 dx dr dz , ... 

on obtient^ en ayant égard aux équations précitées, 

1 dp dv [ dx dy dz\ [ dz drX 

( dx dz\ ( dy dx\ 

Âî d£ ' 

±dp.__ 

/il dt ' 



(•) Formule (ii) de la Note. 
(') Formule (i3) de la Note. 
(') Formule (8) delà Note. 



i5 
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formules qui, multipliées respectivement par A, Ai, A,, feront 
connaître les composantes normales aux trois surfaces p, pi, 
Pi de la vitesse relative d'une particule fluide, par rapport au 
corps (*). 

238. Expressions des dérivées partielles i-j^y — Pour que 

pl'on puisse déterminer la pression p au moyen de l'équa- 
tion (2), la fonction 9 étant supposée connue, il faut que Ton 

y remplace préalablement les dérivées partielles (-^) par 

leurs valeurs en fonction des éléments du mouvement, que 
nous allons maintenant déterminer. 

Les Pi pouvant être considérés comme des fonctions des 
coordonnées x'y y, z'y substituées à a?, y, z, on a, en ayant 
égard aux formules (a) du n^ 233, 

'di''\dt)dx' dt df dt dz' dt 

__/^A . ^ Sk,dp, ^,dlid^_fdp^,,^ ,. 
'^\dt)'^dx' djcf'^dy df'^dT! dz''~\dt)'^"^ d^, ^ '' 

et, en égalant les trois valeurs qui résultent de cette équation 
à celles que donnent les équations (4)» on trouve 

ï fdp\ ( dx dr dz\ ( dz dr\ 

(dx dz\ / dr dx\ 






valeurs qu'il s'agissait de déterminer. 



(■) Formule (5) de la Note diTisie par ^. 
(') Formule (g) de la Note. 
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239. Expressions des quantités P. et OTL'. en coordonnées 
curvilignes. — On a ( * ) 

par suite 



A,/,, 



(6) { "^ ' ' ^ 

240. Conditions particulières du problème dans l'hypothèse 
d'un fluide indéfini. — La fonction 7, intégrale de l'équation 
aux différentielles partielles (3), doit être déterminée de ma- 
nière à satisfaire aux conditions suivantes ; 

I" La composante normale à la surface du corps, de la vi- 
tesse relative de chaque molécule fluide en contact avec elle, 
devant être nulle, puisqu'il ne peut y avoir qu'un glissement 
le long de cette surface, il faut que Ton ait (237) 

I dû 

^5^ = 0, pourp = p, 
ou, en vertu de la première des équations (4)9 

, X fdv f dx dy dz\ ( dz dY\ 1 

yp \'^P ^dp '^pJ V^P ^PJ Je=P. 

2** La vitesse absolue de chacune des molécules fluides si- 
tuées à l'inflni étant nulle, si le mouvement n'est produit que 
par le déplacement du corps, il faut, en vertu de la for* 
mule (i), que 



(') Formules (3), (3') et (6) de la Note. 
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241 . Forme générale de la fonction <p. — La condition ( 7 ) 
sera satisfaite en posant 

C étant uniquement fonction du temps et les Xa et ift» des 
fonctions ,des p, et non de /, satisfaisant, substitués à 9, à 
réquation (3], ainsi qu'aux conditions 

dy dz \ 

d^ ^ dp 

(^°) \^ = ]^' -:zr = --> } pour p = p,. 



flfXjp 


dx 


rfllîv 


dp 


-dp' 


dp 


dX^ 


dr 


rfDÎ., 


dp 


dp' 


dp. 


f/X. 


dz 


rflft.. 


dp 


— ) 


dp 



Si l'on porte les valeurs (5) et (9) dans l'équation (2), puis 
la valeur de /?o, qui s'en déduit, dans les intégrales (6), on 
reconnaît que chacune de ces dernières est formée de trois 
parties : la première est due à la perte de poids dans le li- 
quide, comme à l'état de repos; la deuxième est une fonction 

,. . . . dag day da, dn dp dq . 
Jmeaire de -77? -775 -:77> 377 >•::;: 5 -77; la troisième une 

dt dt dt dt dt dt ^ 

fonction homogène du second ordre des ûf«, /lu. Quant à -7- ? 

di 

il disparaît, puisqu'il joue le rôle d'une constante dans l'inté- 
gration. 

242. Cas où la surface du corps est symétrique par rapport 
aux a^es principaux d'inertie passant par le centre de gravité 
de ce corps : 

i^ Forme de la fonction 9. — Lorsque le corps est symé- 
trique par rapport aux axes Ox, Oj, Oz, p est une fonction 
de Xj j, z, qui conserve la même valeur et le même signe, 
lorsque Ton change le signe de l'une quelconque de ces va- 
riables; en d'autres termes, p est une fonction paire des trois 
coordonnées rectilignes. Il est d'ailleurs facile de reconnaître 

que -^ est le produit d'une fonction paire par u, qui change 
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de signe avec u, en conservant la même valeur absolue; en 
d'autres termes, c'est une fonction impaire de «. 

Cela posé, nous remarquerons que la première et la qua- 
trième des conditions (lo) peuvent se mettre sous la forme ( ' ) 

<rfjl>, dp dX^ dp dfXig dp _ dp 

dx dx dr dy dz dz^ dx 

, . } pour p = p-, 

dx cLc dy dy dz dz \ dz dzj 

et comme -p- est une fonction impaire de u, on voit que ces 

deux conditions, considérées comme équations différentielles, 

exigent que 

A>,= ^D„ ift>,= ^E„ 

en désignant, d'une manière générale, par D„, Ea deux fonc- 
tions paires des coordonnées rectilignes. On est donc conduit 
à admettre, pour la fonction 9, la forme 

(11) (f =: C -4-^D^ûr,-h jD^fl^-+- zD^a^-h jrzE^n -h xz'Ey. p -h xyE^q, 

2° Valeurs des quantités P« et ^u. — Supposons que l'on 
remplace 9 par sa valeur (n) dans l'équation (2], que l'on 
porte ensuite la valeur résultante de la pression p^ à la surface 
du corps dans celles des équations (/), qui donnent Px*et Slt,; 
on reconnaîtra, par une discussion simple basée sur la symé- 
trie de la surface du corps, que les termes de p^ qui ne s'an- 
nulent pas par l'intégration sont ceux qui sont impairs en x 
pour P, et impairs en / et if pour OTL,. Si donc on remarque 
que, à la surface du corps, x, y^ z sont indépendants de /, 
on devra prendre tout simplement, 

_ ^da^ dyD dyE dzD^dzE^ ^ 

^p--gZ^a:T>,-^^x--^-^a^q^x^-^a,p pour?,, 

_ dn rfD„ rfD. dxE^ dxE, 

Portons ces valeurs dans celles des formules (6) qui donnent 



(•) Formule (7) cte la Note. 



a32 
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P, et Dïius ; désignons par M' la masse du volume liquide dé- 
placé par le corps, et soient 



|/w,= 



a_ = 



/h eue r 



a. 






df dy 

</zD, rfgE . dx 

dz dz 



dy dy 
dE. 



dy'dz^ 



'^'^p''^?>—f^-îr^'^-^'^' 



i- = 



(la) 



^ -fi!jp^'(^%-T)'^f'^^^=-Jy^^'^^''y-''^''>'^^ 



p. 



J ^à. 



dD^ dh, 

yz i î 

'^ dx dx 
dDy £/D, 



(•^|-"|)^P'^^ 



•^^"^•Sï*^-^*^''^'^^^^'^» 






û?^E^ dxE^f dz 



yz 

'^ dx dx 

dxEy dxE 
dx dx" 



(^|-"f)'^P'''p' 



-{ydy— zdz)dx 



les constantes résultant de ces diverses intégrations pour toute 
la surface du corps; il viendra, en ayant égard à une remarque 
que nous avons faite à la fin du n** 234, 



(13) 



Ti da 

~ ^' -'""'-df 

* dt 



-+- cc^a^q -+- «>,;?-+- M',^^., 



Pr^r^^-^yxP^- 



En permutant entre elles les lettres x, j, z, on trouvera 
des expressions analogues pour les autres P» et DIL^. 

243. Équations du mouvement du corps, — Il résulte de là 
que les équations {g) et (A) du n**236, relatives au mouve- 



( * ) Il ne faut pas perdre de Tue que 

h dx y h dy 

■ , ■ -r- aO| dp^ = C08(N, x^dta^^dy dz, -j- dp^ dp^ = dxdz, .... 

'•i '*j "^P ^1 '*» ^P 
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ment du corps» deviennent 



ti4) 



da 

(i5) {(B + gJ-H..., 

Les constantes /iîk et i» sont de véritables corrections, résul- 
tant de Tinfluence du fluide, apportées à la masse du corps 
dans la direction de Taxe Ou et au moment d'inertie autour 
de cet axe. 

Quoique les équations (i4) et (i5) donnent, par Tintégra- 
tîon, la loi du mouvement du corps, le problème n*est pas 
cependant résolu, puisque la détermination des constantes est 
subordonnée à celle de D«, Ex, ... , ou des fonctions atDx, 
/zEx, . . ., qui doivent satisfaire à Téquation (3), ainsi qu'aux 
conditions (8) et (lo), et c'est ce que nous ferons plus loin en 
nous occupant de Tellipsoïde. 

244. Hypothèse d'une translation, — Pour que le corps 
soit animé d'une simple translation, il* faut qu'en supposant 
n = o, p = Of g = o, les UïC^ satisfassent à la condition de 
rendre constamment nuls les seconds membres des équa- 
tions (i5), et il ne reste plus alors que les équations (14)9 
qui sont comprises dans la suivante : 

On voit ainsi que, en dehors de la perte du poids résultant 
du principe d'Archîmède, l'influence du fluide ne se traduit 
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que par les corrections à introduire dans la niasse du corps 
suivant trois directions rectangulaires fixes, qui ne sont pas 
nécessairement, dans le cas actuel, celles des axes principaux 
d'inertie, ce choix n'étant utile que pour donner la forme (i5) 
aux équations relatives à la rotation. 

Les équations (4) qui définissent le mouvement relatif des 
particules fluides se réduisent à la forme générale 

I dp. _ d(f / dx dy dz \ 

ZZZ £1 ' ' ■ — J— u ■ — ♦— u 5 

^Pi "^ ^Pi * dpi 

et la vitesse relative -r- -jj^ V^^ rapport.au corps, de la'par- 

ticule m, estimée normalement à la surface p<, ne dépend que 
des composantes a^ de la vitesse de translation, dont les rap- 
ports ne dépendent eux-mêmes que de la forme de la courbe 
décrite par chacun des points du corps. On a donc ce théo- 
rème : 

Les trajectoires apparentes, par rapport au corps, des par- 
ticules fluides ne dépendent que de la forme du corps et de 
celle de la courbe que décrit chacun de ses points. 

Il suit de là que, si le centre de gravité du corps se meut 
sur une courbe donnée, les trajectoires apparentes des molé- 
cules liquides seront déterminées sans que Ton soit obligé de 
faire intervenir les forces extérieures qui agissent sur le corps. 

Supposons que le oorps ne soit sollicité que par la pesan- 
teur et que l'un de ses axes de symétrie Ou soit dirigé suivant 
sa verticale. 11 est clair que, abandonné à lui-même sans vi- 
tesse initiale, il prendca un mouvement vertical de translation 
uniformément varié, défini par l'équation 

da^ ^ M — /w„ 
dt M-t-//î„^' 

et le fluide n'aurait ainsi pour effet que de réduire l'accéléra- 
tion de la gravité dans une proportion déterminée, ce qui 



MOUTBMENT d'uN CORPS DAMS UN LIQUIDE PESANT. 235 

n'est évidemment pas d'accord avec ce qui se passe sous nos 
yeux, du moins à partir du moment où la vitesse du corps a 
acquis une valeur notable. 

Si la gravité n'existait pas ou était neutralisée par une autre 
force extérieure, ou encore si le corps avait la même densité 
que le liquide, sa vitesse resterait constante, et la demi-force 
vive qu'il dépenserait à mettre en mouvement les particules 
fluides situées à Tavant serait compensée par celle que lui com- 
muniqueraient les molécules qui arrivent à l'arrière, en com- 
blant à mesure le vide qui tend à se former dans cette région, 
ce qui n'est pas non plus admissible. C'est qu'effectivement, 
dans ce cas, comme nous le ferons mieux voir d'ailleurs en 
Hydraulique, il y a des changements brusques de mouvement 
qui rendent inapplicables les formules de l'Hydrodynamique, 
basées, comme nous l'avons dit dès l'origine, sur l'hypoihèse 
d'une continuilé absolue. 

245. Hypothèse d'un mouvement de rotation autour d'un 
axe fixe. — Nous ne considérerons que le cas où la rotation 
a lieu autour d'une parallèle à l'un des axes principaux Oo? 
du corps passant par son centre de gravité. 

Soient 

/ la dislance du point à l'axe de rotation; 

ô l'angle constant qu'elle forme avec Oj; 

Ir=rA-t-M/* le moment d'inertie du corps autour de l'axe 
fixe; 

a]t'z=r m!>^ -f- P^/sind — P1/cos5 le moment total, par rapport 
à cet axe, des forces extérieures agissant sur le corps, 
y compris son poids modifié conformément au principe 
d'Archimède, que nous comprendrons dans les P^, V^y 3ïU^ 
pour simplifier l'écriture. 

On a 

^ = o, <7 — o, âr^= — 72/sin<î, a^~ -h ni COS$j a^~ o. 

La deuxième et la troisième des équations (i4]) et la pre* 
mière des équations (i5), les seules que nous ayons à consi- 
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dérer, se réduisent à 

ut 

(A + /,) J -/i»p,/sin^cos^ = ^:,. ^ 

En ajoutant membre à membre ces trois équations, multi* 
pliant respectivement les deux premières par /sind, Icosà, 
et posant 

on obtient 

(16) (IH-/)'^ = i)Tt-+-p/l^ 

Il suit de là que Tefifct produit par le fluide sur le corps est 
le même que celui qui résulterait de l'action d'une force per- 
pendiculaire au plan passant par son centre de gravité et par 
l'axe, à une distance Invariable de ce dernier, et représentée 
par la somme de deux termes dont Tun est proportionnel à 
l'accélération angulaire et l'autre au carré de la vitesse angu- 
laire. M. Didion a été conduit à une forme analogue, à une 
constante près, pour représenter la résistance de l'air sur les 
plateaux soumis à ses expériences. 

En supposant Taxe Ox horizontal et appliquant l'équation 
(i6) au. pendule, elle prend la forme sous laquelle nous 
l'avons donnée au n*' 2k pour le pendule simple oscillant dans 
un milieu résistant. 

Si le corps est assujetti à tourner autour d'un axe fixe, in- 
cliné d'une manière quelconque sur les axes coordonnés Ox, 
OXf Oz, on arrive, en suivant une marche semblable à la 
précédente, à une équation de même forme que l'équation (i6), 
mais dont les coefficients sont plus compliqués, et la résis- 
tance du milieu se traduit de la même manière que plus haut. 

Occupons-nous maintenant du mouvement des particules 
fluides. Quelle que soit la forme du corps, que sa surface ait 
ou non des axes de symétrie, nous pourrons prendre l'axe 
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fixe pour Taxe x, et l'expression (g) de <p» abstraction faite 
de C, se réduit à 

et) en la portant dans les équations (4)9 on trouve 






h 

h] dt ' 

±^ - 
hl de 

On voit ainsi que les trajectoires apparentes des particules 
fluides ne dépendent que de la forme et du mouvement du 
corps, et non des forces qui agissent sur lui> théorème ana- 
logue à celui auquel nous sommes arrivé au n"* SH* 

246. Du mouvement d'un ellipsoïde dans un liquide, — 
Formules relatives au système de coordonnées ellipsoïdal. — 
Ce système de coordonnées sera donné par les équations 

= 1, 



, . i x*^ r* ^ 

^ A-fÇ, ^. -^ Pi ^a -+- p. 

x' r* a' 

-4- -~ H -: = I, 



u^-t-p, ^,-+-p, -'î-^-p, 

qui seront censées représenter respectivement un ellipsoïde 
et ses byperboloïdes homofocaux à une et à deux nappes, 
surfaces qui, comme on le sait, se coupent mutuellement à 
angle droit. 

Nous supposerons que la première des équations (17) re- 
présente la surface du corps en posant p == o, et que, pour 
tous les points de la masse liquide non en contact avec cette 
surface, on a 

(18) p>o. 

SI Ton admet que A^Ax'>Aiy il faut que 

(19) ^>-p,>^.>^P,>^,, 
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pour que la deuxième et la troisième des équations (17) re- 
présentent bien respectivement un hyperboloïde à une nappe 
et un. hyperboloïde à deux nappes. * 

Les valeurs des p,- en fonction de x^ y^ z sont les racines 
de réquation du troisième degré en p,- qui résulte de Tune 
quelconque des équations (17). Si Ton résout ces mêmes équa- 
tions par rapport aux coordonnées rectilignes^ on obtient (^) 

_ (^H-p)(^^p,)(^-f-p,) 

On trouve ensuite (^) 



âW. Détermination de la fonction 9. — En vertu des va- 
leurs (20) et (21) réquation (3) se réduit à la suivante : 

(m) (p, - pJ ^ -h (p, - P) ^ -^ (p2 - .°i) ^ = ^» 

en posant 

(23) dt= ^^^ 



v/(^-t-p,)(>^,H-p,){^,+ p,j 

Si Ton remplace maintenant^ dans les conditions (10), lesoV., 
et ift>u par leurs valeurs en Du et Eu du n*» 242, les [-jr-] étant 



(*) On arrive assez simplement à ces résultats, en retranchant successive- 
ment de la première des équations (17) chacune des deux autres; on obtient 

ainsi les valeurs de — > —, qui, portées dans la première des équations pré- 
citées, après l'avoir divisée par z', font connaître Texpreuion de cette dernière 
quantité sous la forme donnée dans le texte. 
(') Par application de la formule (a') de la Note. 



'«' K"').= ^' K$). 



^(d^\^lzzi^; ^/^EA ^ i-(EJ, i^(E,), 
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donnés par les formules (20), on obtient, en indiquant par 
l'indice zéro les quantités qui se rapportent à p = o, 

{dD^\ __ i-(DA ^ f ffE \ _ i-(EA _ i^(EJ, 

WpA~ A ' *WpA"" a, a, 

_ i-(E^), _ i + (E^), 
A A„ 

\^p /o A, ' " \ 4 y, A, A 

Les conditions (8) se transforment dans les suivantes : 

, / rfD, D. r/z \ , /ef E, E, dxx\ 

248. Hypothèse des Du et Eu indépendants des paramètres 
Pi e/ pa. — Examinons maintenant si l'hypothèse qui con- 
siste à considérer les Du et E» comme indépendants de p», pa 
est compatible avec les conditions du problème. 

En remplaçaht, dans l'équation (22), 9 par les coefficients 
de «u, nu de l'expression (11) de cette fonction, on trouve 

rf% dE^ d , ,\ .. . . ^ 



?|-'-f^#^^^g(^-PH^.-P) = o ('), 



(') Ces équations s'obtiennent facilement; car si, par exemple, on remplace 
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d'où, en inlégpanl et appelant H, H', H", K, K', Kf' six con- 
stantes arbitraires. 



(a6) 



dD dE 

K-+-p)-^ = H', (^ + p)(^^ + p)_r=K', 



dD. 



dE. 



(^.-Hp)^'=H', (^-^p)(^.^p)^==K", 



et les intégrales de ces équations satisfaisant aux condi- 
tions (25) du problème sont 

' r^ dt 



«> d^ 



=0 dl, 



(î^7) 



/»oo 

/KO 



^,-+-p 



= - H'S', 



= -H''S*, 



d^ 



K 









p (^ + p){^,-<-p) 



^. 


K 


A, 


^, 





A 




K* 





{S''- S'), 



(S -s*), 



(S'-S); 



p (-^-^P)(-^.-+-p) A-^A, 

et cp s'exprimera ainsi, au moyen de trois transcendantes 



dans réquation (.22) ^ par^^E^, en remarquant que par hypothèse E^^ est 
indépendant de Ç^, Ç^i on trouve 






-H E, [(Pi - p.) -^ H- 0»« - p) ■;^ -H Ci» - i!>i)p ^] = o. 



expression dont le dernier terme est nul. Il vient donc 






= 0, 



et, en remplaçant^* et z* par leurs valeurs ( ao), on retombe sur l'équation en 



£^ dtt texte. 
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semblables S, S', S", ou tout simplement au moyen de la 

suivante : 

^P 



ç 



=r 



qui résulte de l'intégration de l'équation (23), puisque Ton a 

rfi; r/Ç r/Ç 

2&9. Calcul des coefficients HetK.— Si l'on distingue par 
l'indice zéro la valeur de chacune des fonctions S, correspon- 
dant à p =r o, et que l'on porte les expressions (27 ) de Du, E« 
dans les équations de condition (24)» on trouve * 

2H „^ 



_2ir_ 

\ AA^ A^ 
2 H" 



= n-H's;, 



= i-+-H''S:, 



d'où 



yjAA.A^ 

2K ^._ {A,-A,Y-^{A, + A,){^,-%\]V. ^ 
^AA^ A^ A^ — A^ 

yjAjÇÎ^ A, — A 

yjAA.A^ ^- A 

H' ~- ' K' = ' 



2.-S',' " (^-^,)2,+ (^ + ^,)(S.-S'.)' 
H» _ ' K» — v-^i — -^) 



en posant 



2 = S-hS'-f-S'= ^ 



\/t^-+-p)K^P)KH-p) 



2.= ' 



• y/AA,A^ 
II. 



n 



24^ DlUXlftm PAET». — CHAPITRE XIII. 

La fonction f a donc pour expression 

r xs Y& zs" 

Les S, 2y H sont évidemment positifs, et l'on a 

H<H'<H^ 

Les K sont négatifs ou les trois derniers termes de <p sont po 
sitifs; car on a, par exemple, 

K i^ 

I 



i.-s;-s: + 2J^* 



prfç 



(A-^p){A-^p) 



/KO 



pd% 



p)K-^-p) 

valeur qui est essentiellement positive. 

On pourrait mettre les fonctions S sous la forme de trans- 
cendantes elliptiques; mais cela est d'autant moins Intéres- 
sant que l'on détruirait la symétrie des formules. 

250. Faleurs des corrections de la masse et des moments 
d'inertie.^ Les D«, E«, étant indépendants de pi et p,, con- 
servent la même valeur pour tous les points de la surface p; 
il vient par suite, en continuant à distinguer par l'indice zéro les 
valeurs correspondant à la surface du corps, et en appliquant 
la première et la quatrième des formules (12), 



(29) 



'x= - (EJo (^Jy'zdydx-^Jz^ydxd^=-^ (E,).(C'«. IT), 
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A% B^ G étant les moments d'inertie de la masse fluide dé- 
placée par le corps par rapport aux axes Ox, Oj, 0^. On 
obtiendra les valeurs semblables pour les autres m« et i«, et, en 
y remplaçant les D» et E» par leurs valeurs obtenues plus haut, 
on reconnaîtra d'après la discussion qui termine le numéro 
précédent que ces quantités sont toutes positives. 

251. Calcul des coefficients au^ «„, 6«, y«. — Si l'on désigne 
par F l'une quelconque des quantités Da et Eu, on a 

du '~ dp du 

D'autre part les équations (20) donnent, pour la surface du 
corps^ ou pour p = o, 

dx _ X dy ^ y dz _ z 

dp ~~ 2^ dp "" 2^, dp ~ iA^ 

Au moyen de ces relations, les formules (12) donnent facile- 
ment 



-+- (E^E,), j yt{jrd)r— zdz)dx 

^iâ\-^')J ^y^^<iy - ''iz)dx. 

Le coefficient a^ s'obtiendra en permutant entre elles les 
lettres^ et z dans l.'expressîon a,. 

Les intégrales qui entrent dans les expressions précédentes 
se déduisent de celles qui sont relatives à la sphère d'un 
rayon égal à l'unité, en posant 

■j_X„ ^-Jn 3;-^.» 

et ces dernières s'obtiennent facilement en substituant les 

16. 
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coordonnées polaires aux coordonnées rectîlignes : on trouve 
ainsi 



' ^ * ^\ib d^ dç ^ ^ 2 dp /, 

«-=-v23;(^ff.».B.*ii|ï.), 



On obtiendra des expressions semblables pour les autres 
constantes a, a!, ê, y, et Ton n'aura plus qu'à y substituer les 
valeurs des D» et £» trouvées plus haut. 

252. Du mouvement du liquide. — Nous n'examinerons 
que les deux cas particuliers où l'ellipsoïde est animé d'une 
translation parallèle à l'un de ses axes principaux, ou d'une 
rotation autour de cet axe, pour lesquels les orbites rela- 
tives des molécules fluides ne dépendent que du mouve-* 
ment du corps. Ces deux cas sont d'ailleurs les seuls pour 
lesquels les recherches sur le mouvement du liquide puissent 
être poussées un peu loin. 

1** Mouvement de translation de l' ellipsoïde parallèle à un 
axe principal. — Supposons que cet axe soit celui des x; les 
nu sont nuls, et il ne reste des au que a,— a; on a alors 

^0 ~ ^0 

et les formules (4) du n® 237, eu égard aux valeurs (21) et 
(28) des n"*^ 2&.6 et 2&.9, donnent les équations 

(J'r-p)(J,-+-p)(Jl,-^p) adt 

_ 20: / s \ ix 

5T^V^2,~sJ (2,-.s,){a-^pW(a^p){j,-^p)(J^)' 



(P2-p)(p^-p^ f5p«._ ^ 



(J -i- P,)(A-^ P2)(^2-^ P7) «^^^ 



0"^) 
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qui se réduisent à la forme 

comme on le reconnaît en divisant successivement la deuxiènie 
et la troisième de ces équations par la première, de manière 
à éliminer le temps. 

En ajoutant respectivement ces trois équations multipliées 
respectivement par 

puis par 

^,-+-p„ A,-^p,, A.-hp, 

. on trouve 

^djr_^p » 



X A^9 i-l(2,-S,4-S)/(^-i-p)(^.-r-p)(^,-^p) 

dz dp T 

^T~^,-t-p\^±(2^_S^^S)vV-^p)K+p)(-rf,-fp)' 

d'où 



2 



log7= f-j—: - 



p^^ , .... ,(2o-s,-4-s)v/(^-+-p)K + P)(.rf,^p) 

/ àloga = / -;-^ ' - 1, 

ï J ^, + P ,_^t(2^_s,^S)v/(^^pK^,H-p)(^,-+-p) 

et les coordonnées de chaque molécule fluide se trouvent 
ainsi exprimées en fonction du paramètre de Tellipsoïde sur 
lequel elle se trouve, homofocal de la surface du corps. C'est 
là tout ce que Ton peut obtenir et j et z ne peuvent même 
pas se calculer approximativement par les développements 
des fonctions elliptiques. 

Si Ton considère des molécules assez éloignées du corps 
pour que Ton puisse négliger les sixièmes puissances de 
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*/— 5 \/ — ' i/— VM les équations (3 1) donnent 

, r S' r S' 1 



, z S' r s* 1 

et les orbites des molécules fluides ou les ondes produites 
sont sensiblement parallèles à l'axe des x. 

En négligeant seulement les quatrièmes puissances des 
mêmes quantités, on a 

j = Jo h -^ 



z = z^ \ l 






On voit ainsi que la courbe est plane et que son plan passe par 
Taxe des x. On peut, avec la même approximation, considé- 
rer, dans le second terme de chacune de ces équations, p 
comme étant égal au carré du rayon r mené de la particule 
considérée au centre du corps» et Téquation de la trajectoire, 
rapportée à l'axe On compris dans son plaii et perpendicu- 
laire à l'axe Ox est 



" = "•(• ^ 3(2.- S.)r') 



La courbe, comme on le voit, se rapproche beaucoup de la 
ligne droite. 

2" L' ellipsoïde tourne autour d'un axe principal, — Suppo- 
sons que cet axe soit celui des x; les a» disparaissant, il ne 
reste des nu que Wx= n, et l'on a 

en posant 

A — A 



K-^,)2.+ (^,4-^.)lS'.-S'J 
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Les équations (4) du n"" 237 deviennent 
• J = ^(_L___l_UMS'-S-)(-^i ^_V ^W(S'-S') . 

On reconnaît facilement, en opérant comme plus haut, que 
ces équations prennent la forme 

(f*-+-^Pi)(p2-p)^ = -J^^' 

^-i-pa 

{.^-+-vp)(p.-p,)^a=.^^(,-/), 
|ut, V désignant deux constantes et, en posant 

' 2M-^-^)-[(^,-^,)-MS'~S')(^,-i-^.H-ap)]^(^-Hp)K^-p)K-^p)' 

ces trois équations, ajoutées membre à membre, donnent 



alogj: — f 



^-hp 



formule que l'on pourra remplacer par une autre plus simple, 
mais approximative, pour les points très-éloignés, comme nous 
Tavons fait plus haut, en nous occupant du mouvement de 
translation. 

253. Remarque relative au cas où V ellipsoïde est de révolu- 
tien. — Dans ce cas, les fonctions S s'expriment en fonction 
de logarithmes et d'arcs tang.; tous les termes de f dépendant 
de la rotation autour de l'axe inégal disparaissent, et cette 
rotation ne produit aucun mouvement dans le liquide, ce qui 
devait être, puisque nous avons négligé le frottement du 
liquide contre le corps. 
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254, Mouvement d'une sphère dans un liquide, — Ce cas 
particulier du mouvement d'un corps dans un liquide se dé- 
duit de ce qui précède^ en supposant 

A = A, = A, = R», 

R étant le rayon de la sphère. 

Si r est la distance du centre de gravité du corps à une par- 
ticule liquide quelconque, on a 

et Ton trouve 

o/ en •* * 

par suite 

Les termes dépendant de la rotation disparaissent, comme 
on devait s*y attendre» de sorte qu'il nous suffit, dans la 
recherche du mouvement du liquide, de supposer que la 
sphère n*est animée que d'un mouvement de translation. 

On obtient ainsi, pour la correction de la masse en toute 

direction, 

M' 
m = — j 

et comme les constantes, calculées au n^'âSl, sont nulles, on 
voit qu'une sphère se meut dans un liquide comme si sa masse 
se trouvait augmentée de la moitié de celle du fluide qu'elle 
déplace. 
Soient 

ô Tangle formé par r avec la droite 0^ prise pour axe po- 
laire; 

m Tangle que font entre eux les plans mOx et xOy, r, ô, xs 
étant, si Ton veut, les paramètres d'un système de surfaces 
sphériques orthogonales. * 

Nous distinguerons par un, deux, trois accents les compo- 
santes des vitesses estimées respectivement suivant le rayon. 
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la méridienne et la tangente au parallèle. Nous aurons 

, j? = rcosô, y = rsinOcosw, z =r rsinOsincr, 

R^ R^ 

<p = ^[a^cosB -h (a^cosvs -+-fl,sintar)8inô] = 5 a', 

et, au lieu des équations {e)ûu n°333. 

Or la différentielle totale d(^ n'étant autre chose que le tra- 
vail élémentaire de la vitesse Y considérée comme une force^ 
on voit que 



dr r cffi^ r sinO dvt 



et par suite 



dr r» — R« , .riO ar'-f-R* ^ 
-j- = i — a y r' -r = i — "» 

( r' sin'Ô -3- — = — a'", 

\ dt ar' 

Si le mouvement se réduit à une translation parallèle à l'axe 
des x^ on a 

a 

la dernière des équations précédentes montre alors que 
l'angle cr est constant ou que la courbe est comprise dans un 
plan passant, par Taxe des or, plan que nous pourrons prendre 
pour celui des xy* ^^^ deux autres équations donnent alors 

dr r'-^W ,. 

59==-ï;:^:rR^^''^^^^' 
d'où, en appelant e' une constante, 

(r^-R^)sin*Ô = eV. 

Pour des points éloignés du corps, ou pour des valeurs de e 
suffisamment grandes par rapport à R, on peut prendre la va- 
leur approchée 

r sinQ — e { I H r — ) , 
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équation qui représente une courbe ne différant d'une paral- 
lèle à Taxe des x que de ; — ^5 écart dont le maximum 

I R' R 

est — -\ pour 6 = 2R, récart maximum est ô ou est égal au 

seizième de la distance au centre de la sphère de la droite 
à laquelle on compare la courbe. 

Dans le cas où le mouvement est parallèle au plan zQy^ on 
trouve 

dr r^— R» ^ ^ 

d'où 

ou 

\i. étant une constante qui est la valeur de x^ pour r =1= oo • 

255. Mouvement^ dans un liquide, d'un pendule terminé par 
une sphère, — Supposons que l'on fasse osciller un pendule, 
formé d'un fil terminé par une sphère, dans une masse liquide 
indéOniCy et soit ^ l'angle formé par ce fil avec la verticale 
prise pour axe des z, l'axe des x étant la perpendiculaire au 
plan d'oscillation menée par le point de suspension. 

D'après la seconde des formules (|3) du n^ Stô. on a i =: m» 
et l'équation (16) donne, en ayant égard à ce qui précède, 

[a -H (m -4- ^y^ i!l^^^gi(M- M') siii>l.. 

En désignant par X et X' les longueurs du pendule synchrone 
dans le vide et dans le fluide, on a 



^ ^ A4-M/' y ^ ^' 



(«-T> 



M/ ' ' (M -M')/ ' 

M' 
d'où, en négligeant les puissances de -^ supérieures à la pre- 
mière. 



v=x(,+v2:) 
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en posant 

/ 

Ainsi le fluide a pour effet d'augmenter la longueur du pen- 
dule synchrone d'une quantité proportionnelle au rapport de 
la masse liquide déplacée à la masse du corps, qui croit avec le 
rayon de la sphère, comme on le reconnatt, en remplaçant A, 
M, M' par leurs valeurs en fonction de ce rayon. 

A cause de X>/, on a v<;| = i,5, tandis que, d'après 
Duchemin, y est compris entre i,6 et 1,7; d'où une diffé- 
rence qui ne peut pas être expliquée par l'influence du frot- 
tement. 

On a 

par suite, pour le mouvement du fluide, 

fir r'— R»,, . . . 
_^ = ^ — /3 siqO gincr, 

a^ /•* ' 

—77- = ; — /COSO Sintar, 

. . .. rttj ar*-f- R' , . ft - • 2« 

La première et la troisième de ces équations donnent, en 
ayant égard à la seconde des relations ( 33), 



d*oii, en multipliant par 



et intégrant 



coscr 



"-• - h ÏT0W, - V. I'^*^ * t/^^] 
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Posant 






(a-h/3)sinx 



= u. 



R - i + co5am« 

r = := R 



I — v^3 tang'x i -— v^3 -t- (i -*- V^j cosama 



5 



il vient 



X 



dr u 



^B Mr'-fi') R{/3 



/~r"5 — SiT i> «/ô ^'' ^^^' V3v/1 sinam w 

du [i — y/3 4- (i 4- v^3) cosama] 



par suile 

« ^ \ u v3i/3sinama j R' . 

cosw tango = const. -^ ii— . -+- f ^ ,_^ : [ — r 5 

( v^3 [i — v^3 -h (i -+- v/3 j cosamwj ) F-^ 

et cette équation, jointe à la première des formules (33), dé- 
termine complètement les orbites des molécules liquides. 

§ lY. — Équations du mouvement des liquides, 
en ayant égard à leur viscosité. 

256. Nous avons admis jusqu'ici que les molécules d'un 
liquide étaient essentiellement mobiles, c'est-à-dire qu'en 
faisant subir, quelque rapidement que ce soit, un déplace- 
ment à une molécule, toutes celles qui Tenvironnaient ve- 
naient instantanément, par des changements subits de posi- 
tion, former autour d'elle, dans sa sphère d'activité, un milieu 
isotrope. 

Or il n'en est pas exactement ainsi, attendu qu'un liquide, 
quel que soit son degré de fluidité, possède une certaine 
cohésion, déterminant ce que l'on nomme la viscosité. 

La viscosité ne joue aucun rôle lorsque l'on ne considère 
que le passage d'un état d'équilibre à un autre, ce qui sup- 
pose, pour arriver à ce dernier, que Ton a attendu le temps 
voulu pour que les vitesses des molécules soient devenues 
insensibles. Mais les choses se passent autrement lorsque la 
masse est en mouvement : en effet, si une molécule m éprouve 
une série de déplacements successifs 5, celles qui se trou- 
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valent dans sa sphère d'activité ne se déplaceront pas de la 
même façon et certaines d'entre elles, d'abord extérieures à 
cette sphère, viendront en remplacer d'autres qui s'y trou- 
vaient. Il n'y a donc plus isotropie autour de m, d'où doivent 
résulter, sur un élément plan o) passant constamment par cette 
molécule, des composantes tangentielles de la pression ; mais, 
comme les actions moléculaires attractives paraissent dimi- 
nuer encore plus rapidement, quand la distance augmente, 
pour les liquides que pour les solides, on peut à fortiori 
les assimiler à ces derniers, supposés isotropes relativement 
à l'estimation des effets résultant des déplacements s. Or, pour 
un temps extrêmement petit A^ considéré comme constant, 
les déplacements de m, estimés parallèlement à Ox, Oy, Oz, 
sont u^t, vAt, ivLty ou sont proportionnels aux composantes 
M, c, w de la vitesse. 

Les formules (i) du n** 171 s'appliqueront encore ici, en 
donnant ii u^ v, w leur nouvelle signiHcation et en introdui- 
sant dans le second membre de la troisième la pression p, 
que nous avons supposée nulle dans les corps solides. Il vient 
ainsi, en ayant égard à l'équation de continuité, 



xi 



/ du dw\ 
\dz dx) ' 



(du dv ^dw\ 



dw 
dz 



En substituant ces valeurs dans la troisième des équa- 
tions (i' ) du n*» 156, faisant sortir de Z le terme relatif à l'iner- 
tie et. enfin ayant égard à l'équation de continuité, on trouve 



i dp _ dcp dw dw div 

--f = Z -, W-7 P-j W-7- 

paz dt dx dy dz 

et l'on a de même 



/flfV d^w d''w\ 

^Xd^'^'df'^l^) 



» 



(a) 



i dp _ du du du du fd^u d^u d*iA 

^ dx~ dt dx dy dz ^ \dx^ dy^ dz^J 

I dp _- dv dv dv dv [d^v d^v d^v\ 

^ d) dt dx dy dz ^ \dx^ dy^ dz^ ) 
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11 nous reste maintenant à établir les conditions relatives 
à la surface. La troisième des formules (3) du n"* 157, eu égard 
aux valeurs (1)9 donne 

r d(P f dv dw\ a f d'*' dw\ 1 

/,i = ;, C087 - K [« ^ cosy -^ (^^ + -^ j cosp + (^j^ -*- ^ J CO8 «J ; 

mais on a, pour exprimer que le fluide ne peut pas se mou- 
voir perpendiculairement à la paroi» 

(3) (fCOSV -h PCOSP 4- ttCOSa = o, 

par suite 

(4) P:-= P COS7 - p 1^— COS7 -H ^ cosS H- — cosaj . 

Nous sommes donc ramené à trouver une autre expression 
de p', . 

Jusqu'à nouvel ordre, supposons que l'élément &> de la paroi 
soit perpendiculaire à Taxe des z, nous pourrons faire Tappli-' 
cation des formules (a) du n*» 17i, en vertu d'une remarque 
dont nous les avons fait suivre, en observant : i® que p doit 
être remplacé par la densité p' de la paroi et que ôp' = o;- 
2,'^ que, à l'état statique, on a 

p' 
P»= P-^^ommff(r)l\ 

Il vient ainsi 

0' 
p^y = — ^[&ommtf'{r)l/îSr-i-sommf{r){l$A-i-ASt)]^ 

-/ 

;>„ — — ^ [som/wq/frj/^^r-f- 2Som/w(ï>(r)/^/]. 



Les déplacements ôA, èk, dl doivent être considérés comme 
l^roportionnels aux projections correspondantes de la vitesse 
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el, comme elles varient très-peu d'un point à un autre de la 
sphère d'activité, nous pouvons les supposer constantes pour 
tous ces points et poser èk^lu, ik^=z'ki;, d/ = Oy X étant 
une constante ; d'où 

or = =: A } 

r r 

par suite 
/?„= — i-— I a8om/wç'(r) h csom/wy'(r) h wsommy(r)/ h 

/?,^=--ï-— j asommf (r) hpsom/wf (r) h psommy(r)/ h 

Pu = P'~ \ ttsom/wf (r) h psom/wf (r) — • 

Or les éléments des sommes qui renferment A et A*, à des 
puissances impaires, s'entre-détruisent deux à deux, et ces 
sommes sont, par suite, nulles; d'autre part 

8om/wy'(r) — = som/7Zf'(r] — • 
Posant donc 

E = !-- j sommf (r) h som/wy (r)/ j? 

£ étant une constante qui dépend de la nature du liquide et' 
de celle de la paroi, nous aurons 

P^y = ~ El', 
Ptz =P' 

Ainsi la pression en un point de la paroi a une composante 
normale égale à la pression statique et une composante tan- 
gentielle proportionnelle à la vitesse et dirigée en sens in- 
verse; nous avons d'ailleurs, quelle que soit l'orientation des 
axes, 

• Pz~ pcosy — Ew. 

L'expérience ne justifie pas cette déduction théorique, du 
moins pour des vitesses qui ne sont pas très-petites, comme 



256 DEUXlftHE PARTIE. — CHJLPITHE XIII. 

nous le verrons en Hydraulique, et la résistance au mouve- 
ment due à la paroi croît plus rapidement que la simple vi- 
tesse. Néanmoins nous continuerons nos recherches dans les 
hypothèses acluelles. 
L'équation (4) devient 

_ (div. dw Q div \ 

et Ton a de même 

^^) ^ „ /dv ^ dp dv \ 

^'-^^[d^ ^^'P ^ di '^'* -^ Tz ^^'^) = ^' 

-- /du du -, du \ 

Eu -f- pi -7~cosa -+- ^cosp -h -T- cos 7 ) = o. 

Telles sont les conditions relatives à la surface. 

257. Écoulement d*un liquide pesant dans un tuyau recti- 
ligne dont la section est rectangulaire, — Nous prendrons les 
plans xOjTy xOz parallèles aux deux couples de faces du 
tuyau, suivant Taxe duquel est dirigé Ox, droite qui fait 
l'angle Q avec l'horizon, les faces du second couple étant cen- 
sées verticales. Toutes les molécules du fluide sont suppo- 
sées se mouvoir suivant des directions parallèles à l'axe du 
tuyau ; on a donc ainsi 

(; = o, wzziOj X^g'sinO, Y— o, Z — g^cosô; 
l'équation de continuité se réduit à 

du 

de sorle que u est uniquement fonction de y et Zy ou que 
toutes les molécules situées sur une même parallèle à Taxe du 
tuyau doivent avoir à chaque instant la même vitesse. 
Nous aurons donc 



(6) 



pg-8in9 - 


dp du 
dx~ ^ di 


fd^u d^u 
^ \ r/r* ^ dz^ 


dp 




m 


p^COSÔ- 


dp 
'dz ^> 





) 
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avec les conditions 

Ea -+- f* ^ = o, pour z = d= c, 

26 et ac étant les côtés de la section du tuyau parallèles à 
0/ et 0^. 

Soient /^'y p" les pressions en deux'points de l'axe du tuyau, 
l'un pris pour origine des coordonnées et l'autre défini pair 
ar = /. On satisfera aux conditions résultant de ces valeurs^ 
ainsi qu'aux deux dernières des équations (6), en posant 

/> = /^' - ( Z^' - /^) 7 -^- Pg'^ COS0. 
La première de ces équations devient 

dans laquelle 

(9) î; = /sin0-+-^^^^=^ 

représente la différence des niveaux que prendrait le liquide 
dans deux tubes non fermés, dont les extrémités inférieures 
se trouveraient à l'un et à l'autre des points ci-dessus. 
On satisfait à l'équation (8) en posant 

(loj w = 2\Pe P H- Q/cosmj^cos/iz, 

m et /i étant deux nombres quelconques, P un coefficient ar- 
bitraire et Q un coefficient déterminé par la condition 

(11) £^ = 2Q(m'H- «')cosmjcos/iz. 

En exprimant que chacun des éléments de la somme (10) sa- 
tisfait aux conditions (7}, on obtient les équations 

mb \axigmb = — j 
ne tang/zc = — j 

n. «7 
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qui donneront chacune pour m et /i une infinité de valeurs» 
au moyen desquelles on formera les termes des séries qui 
entrent dans l'expression de u. 
Pour déterminer Q, multiplions l'équation (ii) par 

dfdz cosm'jr cos/i'z, 

m' et n' satisfaisant, aux équations (12), et intégrons ensuite 
entre les limites j=o, 7===6et«=;o, z = c; nous obtien- 
drons 

^ f ^y f «fecos/w'jcosn'z 

= 2Q(/w*-t-«') j djr I dzcosmjrcosmysmnzsmn'z, 

t/o Jo 

£n se reportant au n"" 196 (p. i4i et 142) on reconnaît que 
l'intégrale du second membre est nulle lorsque m' et n' sont 
respectivement différents de m et n, et que, si l'égalité a lieu, 
cette intégrale se réduit à 

^ mb -i- smo^ mb a/ic-f-sinawc 
4/71 in 

et comme l'intégrale du premier membre est alors 

einmb sinnc 



m n 
il vient 



j 



Soît/(79 z) la vitesse initiale du filet fluide dont la posi- 
tion est fixée par les coordonnées/, z; on doit avoir 

/(jr, «) = 2(P -h Q) cos/w/cos/iz, 

« 

et Ton déterminera P -f- Q, par suite P, en opérant de la même 
manière que pour Q. 

D'après la forme de l'intégrale (10), on voit que le mouve-^ 
ment du fluide s'approche continuellement d'un état régulier 



ÉQUATIONS DO XODTBHBNT DBS LIQUIDES TISQUBUX. ^Sq 

et permanent^ indépendant des eonditions initiales, et qui est 
défini par 



__ i*ipg^ V^ sinm^ s'in ne cosmx cos/» z 



2 



— • Les râleurs suivantes des mêmes quaniiiés dijfféreront 



La vitesse moyenne correspondante, U = yj-- j djr j udz^ 
a pour valeur 

\klbc émà /w/i(/w'H-/î*)(2/?iè-i- sin2/7z3)(2/2r-h slua/ic]* 
Si fr et c sont très-petits, les premières valeurs de mh et ne 

données par les équations (la) sont à peu près t/ — > 
très-peu de tu, 27r, Stt,..., de sorte que les valeurs qu'il 

/JE TT 27r 

faut attribuer à m et n sont respectivement \/ —r» t» -r-> 

-i-î*"î et %/ — > -5 — > — ,.... Les nombres de chacune 
h \ yiC c c c 

de ces suites, dans l'hypothèse dont il s'agit, étant très-grands 

par rapport aux premiers, tous les termes de U, à raison du 

facteur — -, — z tz^ peuvent être négligés par rapport au 

premier et Ton a donc approximativement 

E/ b-i-e' , 

On reconnaîtra sans peine que la même analyse s'applique 
au mouvement d'un liquide dans un canal rectangulaire 
découvert lorsque toutes les molécules se meuvent suivant 
des parallèles aux plans qui forment les parois du lit. 

258. Écoulement d'un liquide pesant par un tuyau rectir 
ligne dont la section est circulaire.^ — Nous supposerons qiie 
les vitesses initiales sont égales pour les filets situés à la même 
distance de l'axe, de manière que la vitesse u, à un instant 
quelconque, soit uniquement fonction du rayon r. 

17- 
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L'équation (8) prend la forme (') 

, «X du p/fÇ {d^u 1 du\ 

(•3) fdi=l--^''[-dP^-rTr)- 

Les conditions (S) se réduisent à la dernière, qui peut se 
mettre sous là forme 

(i4) Em- 1*^ = 0, pour r = r„ 

Ti étant le rayon du tuyau. 
Posons 

_m£ 

u = se P , 

m étant un nombre quelconque et s une fonction de r; en 
substituant cette expression dans Téquation (i3) et faisant 

d'abord abstraction du terme constant ^^ 9 il vient 

, ^x d^s I ds ms 

équation qui est satisfaite par la série 



j = 1 



/wr* m* r* m' r* 



f*2» ^ p> 2».4' ft' 2^4^6=' ••*' 

dont la somme est donnée par l'intégrale définie (^) 
La condition (i4) donne 

(16) {^^^ i^ ^'^ V-' 2^4' f** 2\4^6^^-V 



fi 2' ^f*' 2^4,^ f** 2^4^6' 



(') Il résulte en effet de la comparaison des équations (3) du n^ 223 et (6) 
du n® 225 que la valeur de ^ZT "*" "TT "+" ~J^ *" coordonnées cylindriques, 

lorsque e est indépendant de Tangle polaire et de je, est -rZ H- - -t^* 

dr^ r dr 

(*) Théorie de la Chaleur de Fonrier, p. 378. 
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OU bien 



(i6') 






équation qui donnera pour m une inflnité de valeurs. 

En mettant en parallèle l'équation obtenue en égalant à zéro 
le second membre de l'équation (i3} avec Téquation (i5), on 
est conduit à prendre, pour la valeur générale de u, 

P et Q étant des coefQcients constants qui seront déterminés 
par les conditions 

f|5 = iQms, 

/(r) = 2(P + Q)., 

entre les limites r = o à r=rtf /(r) étant la vitesse initiale 
de la couche cylindrique de rayon r. 

Il s'agit donc de trouver l'expression du coefficient A 
d'un terme quelconque du second membre de l'équation 

Si nous posons (t = rs, la formule (i5) donne, en remplaçant 
m par une autre racine mi de l'équation (16), 

nous aurons 



Jq t/O 



et, en vertu de l'équation (i5). 



j\sdr = -t.J,{^Jl^l^^, 
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mais on a, en intégrant par parties, 

/' d's , ds rds ^ ds dtr /•rfV , 

''dP'^' = "d-r^JTr'^'^''Trr'Tr-^Jd^''^'^ 



par suite 

m C^x ^ ffjs ds d(TY I l^r d'à ] , 

OU, en vertu de l'équation (17), 

nt^m.ri . /rrs ds d^V 



Jo \r dr drj 



rt 



Si l'on désigne par Y I \/— r 1 =:5 la fonction de r qui 
satisfait à l'équation (i3}, on doit prendre 



et il vient 

m — m 



X""*-['vfK\/F')-(\/?') 



ou 



-vf H\/f^.)-(\/?")]- 

Les fonctions ^ devant satisfaire à la condition (i4)» c'est- 
à-dire à 

U9) îi^^^=^» 
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pour r = r„ on a 

Le second membre de l'équation (i8) est donc nul, excepté 
pour m^nity valeur pour laquelle il se présente sous la 

forme-* Pour en trouver l'expression dans ce cas» posons 



^=V^7'î=v/5' 



il vient 

En différentiant les deux termes de cette fraction par rapport 
à qy puis faisant;? = q^ on trouve 

mais, comme Y satisfait aux équations ( 1 5 ) et ( 19 ) pour r^=zriy 
on a 

par suite 

5| étant la valeur de s pour r=^rx. 

Il résulte de là que le coefficient A sera déterminé par 
l'équation 

d'où 



A = 



2 / rsf{r)dr 
Jo 
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Pour calculer Q, on posera A = Qm, f[r) = ^^, d'où 



Q 



= £^.* 



a / srdr 



/wrî^îl IH 1 



Par conséquent la portion de la valeur de u qui représente 
la vitesse constante que le fluide tend toujours à prendre, 
indépendamment de son état initial, et qu'il acquiert sensible- 
ment au bout d'un certain temps» est 

a^ 1 srdr 



ms' I I -h 

ou bien 



r 






m r] m* r\ 



« - ££? V ' p a.a^"^ ft» 3.a'.4 

\ wifA/ ft a' ir a%4 

^ /«ITT /^r. 

La vitesse moyenne U = — j 1 rfç 1 rudr sera 



I ' • 



p£Ç^ I p a. a* ft' 3.a*.4* 

m (iH I I s 



/ ^ / E' \ /w rj m* r* 



f* a* fA* a'.4' 
I 

Si l'on suppose le diamètre du tuyau très-petit, la première 

! valeur de m sera — et toutes les autres valeurs seront très- 

grandes par rapport à celle-ci. II en résulte que l'on peut 
prendre 

^"'^ l ErA' 



£ 



OU simplement 



R/ a 
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Cette formule, à laquelle on peut facilement arriver direc- 
tement, s'accorde assez bien avec les résultats des expériences 
de Girard sur di£férents liquides et de Poiseuille sur le mer- 
cure; mais, d'après ce dernier physicien, lorsque le liquide 
mouille le verre, la vitesse paratt croître proportionnellement 
au carré du rayon. 

§ V. — Du mouvement des fluides élastiques. 

259. On sait que, sous une augmentation ou une diminu- 
tion de pression, la température d'un gaz permanent s'élève 
ou s'abaisse et qu'il faut un certain temps, d'autant plus long 
que la nature du récipient qui le renferme est moins per- 
méable à la chaleur, pour qu'il reprenne la température am- 
biante. 

Les gaz étant, d'autre part, mauvais conducteurs, il s'ensuit 
que, lorsque le mouvement n'est pas extrêmement lent, les 
effets calorifiques dus aux variations de pression se localisent, 
et qu'il convient d'en tenir compte. 

Nous démontrerons, dans la Thermodynamique, que si /i, 
p. sont les pressions et p, p« les densités correspondantes 
d'une même masse de gaz sous des volumes différents, enfer- 
més dans une capacité imperméable à la chaleur, on a 



p. \?J 



€ et c' étant les chaleurs spéciQques sous pression et volume 
constants, dont le rapport est constant pour un même gaz et 
égal notamment à i ,419 pour l'air. 

Nous devrons donc substituer, dans les formules du n^ 218, 
la valeur 



="{fî- 



ce qui leur fera prendre une forme particulière, que nous 
n'écrirons pas, attendu que l'on n'a pu en faire aucune appli- 
cation, si l'on excepte toutefois les marées atmosphériques, 
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pour rétude desquelles nous renverrons à notre Traité de 
Mécanique céleste, et aux petits tnouveinents que nous allons 
étudier. 

Nous reviendrons, & la fin de l'Hydraulique, sur Técoule^ 
ment d'un gaz dans l'hypothèse deâ tranches. 

260. Des petits mouvements des fluides élastiques. — En 
nous plaçant dans les conditions d'une fonction de la vitesse, 
nous supposerons que la masse n'est soumise à aucune force 
extérieure, et que les mouvements sont assez lents pour que 
Ton puisse négliger les carrés des vitesses et par suite les varia- 
tions relatives correspondantes des pressions et des densités. 

Posons 

(0 P=Po(ï-^7)> 

y étant la condensation positive ou négative, dont nous âe 
conserverons que la première puissance^ Nous aurons, en 
vertu de la première des formules précédentes, 

d'où 

en posant 

^ P. 

La formule (5'] du n"* 218 donne, en négligeant les carrés 
des composantes de la vitesse. 



flMog(i-+-7)=^-^j 



ou^ en remarquant que l'on peut prendre log(i + y ) = yi 

(a) t = --.-si' 

L'équation (6) du même numéro devient, en y remplaçant 
p par sa valeur (i) et négligeant y devant l'unité» 

(3) î^-H^-i-^ + — ?=o 
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et enfin, par l'élimination de y au moyen de l'équation (2}, 

On est donc ramené à intégrer une équation aux différen- 
tielles partielles à coefficients constants. 

261. Mouvement d'un gaz dans un tuyau.-— Supposons que 
le mouvement ait lieu de manière que toutes les molécules 
gazeuses, situées à un instant quelconque dans une section 
droite, restent constamment dans la même section et que leurs 
vitesses soient parallèles à la direction des génératrices que 
nous prendrons pour celle de l'axe des x. 

II est clair que f et y ne dépendront que de x^ et que nous 
aurons 

l dt^ dx}^ 

pour les équations du mouvement. 

La dernière de ces équations est celle qui se rapporte au 
mouvement des cordes vibrantes (191); on reconnaît facile- 
ment que la somme qui y satisfait peut être mise sous la 
forme suivante : • 

(6) fp= 2A„8in/ii ^r- I -+-a„ j +2B„sinm ^/^ î -h p„^ , 

m, kmy B«, a», |3m étant des constantes que l'on déterminera 
d'après l'état initial du mouvement et les conditions du pro<^ 
blême. 

Pour chaque valeur de m il existe, en général, deux sys- 
tèmes de vibrations, mais dont l'un rentre dans l'autre en 
changeante en -— a?; de sorte que, en choisissant convenable- 
ment l'origine des abscisses, on est conduit à considérer une 
vibration définie par la formule 



<P = A„8in/ii^^--^j 
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d'où, pour la condensation y ex la vitesse m = -i-> 



7 = ~ C08IW 



u = cos/w 

a 



d'où 

U 

On peut considérer la masse fluide comme étant décomposée 
en tranches infiniment minces, perpendiculaires aux généra- 
trices du cylindre, éprouvant des dilatations et contractions 
variables avec le temps et leurs positions moyennes, et ani- 
mées de mouvements oscillatoires périodiques. 

Si les conditions initiales sont telles que la tranche cor- 
respondant à ^ = o entre seule en mouvement, on a pour sa 
vitesse 



— — ~Tr~' 



d'où 



u = u^cosm 



('-=) 



Cette tranche* déterminera le mouvement de la suivante, et 
ainsi de suite; mais la vitesse u» ne sera communiquée à la 
tranche située à la distance x de l'origine qu'au bout du temps 
défini par la relation 

t' — =0, 

d'où 

x—at\ 

donc le mouvement vibratoire se propagera dans le milieu 
avec une vitesse constante 



V = « = 






qui sera, en nous plaçant au point de vue de l'Acoustique, la 
vitesse de propagation du son. 
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Pour l'air à la température 9 et à la pression normale 0,76, 
on a 

P=i,4i9, ;>. = io333^ p.= -^__5g-^, 

d'où 

V = 33a",4o }J\ -h o,oo367Ô. 

D'après cette formule, la vitesse de la propagation du son à 
la température zéro est de 332">y4o, chi£fre qui diffère très-peu 
de la moyenne 33o™,7o des résultats obtenus en 1866 par 
M. Regnault au camp de Satory. 

Les considérations précédentes, relatives à la vitesse de la 
propagation du son dans un milieu, s'appliquent sans peine 
aux corps solides élastiques, dont nous avons étudié les mou- 
vements vibratoires au Chapitre XI. 

La condensation et la vitesse étant les mêmes pour la 

oc 
tranche déflnie par x au bout du temps / + tt que pour la 

tranche correspondant à l'origine au bout du temps /, les deux 
mouvements vibratoires sont identiques, et il suffit par con- 
séquent d'étudier celui de cette dernière défini par 

(7) a=a,coswi^. 

L'amplitude d'une vibration complète ou — ^ est ce que 

l'on appelle la longueur de l'onde. L'onde est ainsi composée 
de deux demi^ondes. Tune condensante, l'autre dilatante. 

Nous allons maintenant examiner les différents cas qui 
peuvent se présenter. 

I** Cas d'un tuyau indéfini. — Supposons que les conditions 
initiales soient exprimées par 

^^^ â=-^("^)' §=-«*F(^)i lorsque r = o, 

pour toutes les valeurs de x comprises entre —00 et +00 ; 
comme l'intégrale (6) peut se mettre sous la forme 
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^ eix étant des fonctions arbitraires» nous aurons 

f(a:)-x'(^)=5F(x), 

d'où Ton déduira ^'{x)ei'x!{^); par suite 

_ f(x^at) -\-aT(x — at) f(x -h at) ^ a¥(x -h ai) 



«7=- 



f[x — at) ■+aF{x — at) f{x -4- at) — aF{x -h at) 



Si l'ébranlement est limité, c'est-à-dire si les conditions (8) 
ne sont vérifiées qu'entre les limites ^ = et ^7 = /, /étant 
une constante» on retombe sur la solution du cas suivant. 

a® Cizs d'un tuyau fermé à ses deux extrémités. — Appe- 
lons / la longueur du tuyau et plaçons l'origine dans le plan de 
l'une des fermetures. 

Aux conditions (8)» qui ne doivent être satisfaites qu'entre 
or = o et j; = /, il faut joindre les suivantes : 

(9) -î = o, pour X = o et pour x = /. 

» 

Un élément de la somme (6) peut se mettre sous la forme 

f =(M„cosma:-+- N^siniwar)(P^sin«iwf -+-Q^C08«/wr). 

Pour qu'il satisfasse aux conditions (9}, il faut que N«=;:o, 
s|nm/ = o, d'où 

in 

i étant un nombre entier quelconque positif ou négatif; mais 
on peut se borner aux valeurs positives de i» parce que les 
valeurs de 9 correspondant aux valeurs négatives ne différe- 
raient pas des premières, en raison de l'indétermination des 
coefficients. 
Nous pouvons donc poser 
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d'où, en remplaçaol, après la dififérentiation, -7^» -—^par 
A, et Bi 

{ V'* . '^«^/a . «'îf^ n aii:t\ 

i u = ^ > sm -7- ( A.sin --7-' -*- B.cos -7— ) j 

] XT* inx [ , aint _ . aii:t\ 
|<i^ = — > cos— (A^cos-^ BiSin—^jj 

et enfin, en vertu des conditions (8), 

2>.8ini^=-/{x) 1 
(il) { * / entre x= o et x= /; 

d'où 

Ai = j- j F(x)cos "Y" «^. 

Si l'on considère en particulier l'état initial pour lequel la 
série se réduirait à un seul terme, on a deux équations de la 
forme 

. iirx / . . aint ^ aini\ 
u = sin —J- \ AiSin —. — h BjCOS —j- ) > 

iTzx ( . aint _ . aint\ 

af = CCS —J- ( A^cos —T B<8m —j-- j • 

2/ 

La durée d'une vibration est -r~: les points où le gaz est 

immobile dans le tuyau, ou les nœuds^ sont donnés par u = o, 

d'où 

kl 

k étant un nombre entier : ils divisent ainsi la longueur du 
tuyau en parties égales. 

Les points où la condensation eat nulle, ou ce que l'on 
appelle les ventres^ sont donnés par 

inx 

cos 



XX ,, . /aA-+-i\ , 
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ils sont donc situés au milieu des intervalles successifs des 
nœuds. 

3^ Cas oà le tuyau est ouvert à ses deux extrémités. — La 
condensation étant nulle aux deux extrémités, il faut que 
Ton ait 

dfO 

y- = o, pour X = o et x = /, 
conditions auxquelles on satisfera en posant 

ç = > sin -y- 1 Ai sin — y- -h B^ cos -y- j ) 

■ • 

d'où, en remplaçant, après la différentiation, -j A,- et -y B/ par 
A. et Bi, 

2* iitx f . . aii:t _ aitctX 
cos -y- ( A^ sm —. — h B< cos -y— j î 

V'* . iTX / . aiiti _ . û/tt/X 
117 = — > sm —J- ( Ajcos — 2 ^i s*'^ ""7~ ) • 

Les conditions relatives à l'étal initial donnent 

2^ B,cosi^ = /(x), 






d'où 



i /* I TT vC 

B, = r / /(x)C08-y-^. 

. a» /•' , . . inx . 
A| = ^ / V{x) sm -y- rfx. 



Un mouvement simple sera représenté par les équations 
suivantes : 

iizx / . : aiitt „ âf/7r/\ 

u == cos-j-l A<8m— j--+-BiCOS-y- j , 
«7 = sin — T" l Bf sin ^y A|COS —j- ) • 
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2/ 

La durée d'une vibration est -^; les ventres et les nœuds 

la ^ 

sont respectivement donnés par 

Al (aX-hi)/ 

X=-rj X= : j 

i 21 

A- étant un nombre entier, et l'on voit ainsi que les ventres 
sont situés à égale distance des nœuds successifs. 

4" Cas d'un tuyau ouvert d'un côté et fermé de Vautre. — 
Supposons que le tuyau soit ouvert à l'extrémité située à 
l'origine des coordonnées et que l'autre extrémité soit fermée; 
on doit avoir 

dm 

~ = o, pour x = o, 
^ = 0, pourx=/, 
conditions auxquelles on satisfait en posant 

2* . (21-f- l)7rxr, . (ai -+-l)7r<?r _ (ai-+-l)7rfln 



) 



I étant un nombre entier positif quelconque. 

On déduit de là, en remplaçant A, — j— et B/ — j— par 
Ai, B|, après la différentiation, 

2" (ai -f- i)7rx/- . (ar-*- i)7r/7f „ (a/-4- i)7rû/\ 
^ CO8 ^/ (^A< sm J + B, cos ^^j, 

Pour satisfaire aux conditions initiales, il faut que 

2B, CCS . / = /(j:), 



d'où 



2A.. sin i j^ — = — aFix), 

II. 18 
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Si Ton considère le mouvement correspondant à une valeur 

quelconque de i, la durée de la période est - — 4 — ~ » et les 
nœuds sont donnés par 

cos ^ r- — = o» 

d*où, en désignant par h un nombre entier, 

X = — : /. 

ai H-i 



Les nœuds successifs étant distants les uns des autres de 
9 le gaz se meut comme dans une série de tuyaux 



21 -4- I 

d'une longueur égale à cette distance et fermés à leurs extré- 
mités. 
Les ventres, déterminés par la relation 

sm ^ — = o, d ou x = -^ ) 

se trouvent aux milieux des distances des nœuds successifs. 

262. Du mouvement dans un gaz indéfini dans tous les sens. 
— Il faut nous reporter à l'équation (4) du n? 260, qui est sa- 
tisfaite par la somme 

y =. l^A^sinm \^e- ^ -+- a„ j -4- B„sin/w ^/~*^ + P„J 
C„sin/w (^^ - ^ H- 7«) -^ A^siniw (' + ^ + <j 
B;„sini/i(^ + J-hP;) + C;sinm(r+5-i-7i.)] ('), 

dans laquelle m est un nombre quelconque et.A;i„ B», Cm, 
«m, P«, ym, . . .des constantes. 

D'après la forme de la fonction <p, on voit que la vitesse de 
la propagation du son dans le sens des trois axes, dont l'orien- 



(*) Cette Taleur, étant la somme de deux fonctions arbitraires : Tane de 
X — at, X — «f» ^ — <»^ et Tautre de or-i- af,/-+- af, z-\-at, est bien l'intégrale 
générale de Téquation (4)* 
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talion est arbitraire, est égale à a, que, par suite, elle est con- 
stante dans toutes les directions, et est la même que dans un 
tuyau cylindrique; il suit de là que les ondes sont sphériques. 
Les constantes de f devront être déterminées par les con- 
ditions que, pour 1 = 0, les dérivées partielles -^y -3?, ^ 

et -^ soient des fonctions données des variables x, /, z. 

Gomme la connaissance des dérivées partielles d'une fonction 
de trois variables entraîne celle de la fonction, à une con- 
stante près dont il est inutile de tenir compte dans le cas 
actuel, on voit que Tétat initial sera défini par des conditions 
de la forme 

(11) ? = F(x,7, 3), ~=/(^,r, -3). 

On y satisfait en même temps qu'à l'équation (4)9 en posant 
avec Poisson ( * ) 

1^ = -—/ d^ \ rsin0flfo/(:c-h«/cos9, j-j-âffsinôcosor, Z"t-a/sinÔsina) 
I 4^«/o Jo 

i d C"^ /*2sr 
-1-7—— I dQ I t sinBdvY (x -h at cosQ ^ jr-^at&inQcosv, z -h atsiaBsinv), 



9 étant l'angle que forme avec Ox le rayon vecteur Om mené 
de l'origine au point {xy y y z), et gt l'angle des plans mOxy 
yOz, 

Si nous désignons par a, (3, y les angles Omxy Omy, Qmz, 
d(ù l'élément correspondant de la surface de la sphère de 
centre et dont le rayon est égal à l'unité, l'équation (12) 
peut se mettre sous la forme 

^ = — / tdoif(x -f- atcosoLy y -f- arcos^, z -+- ^^0037] 

\ • d r 

le signe /s' étendant à la surface entière de la sphère. 



(*) Fbir notamment les Leçons d'Analyse de Duhamel. 



18. 
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NOTE. 

PBINGIPBS FONDAMBlfTAUX DB LÀ THÉOEIB DES COORDONNÉES 

GIIEYIUGNBS. 



1 . La valeur de 



^-(S)'*(f)"-^(S)- 



F étant une fonction de x, y^ 2, est indépendante^ pour un même point 
de V espace, du choix des axes coordonnés. 
En effet la différentielle totale 

,-- d? . d¥, dF. 
• dY = -j-dX'¥--^dy-{-—rdz 

dx dy "^ dz 

peut être considérée comme représentant le travail virtuel élémentaire ' 
de la force À^ F normale à la surface F = const. et, comme la valeur de d? 
dépendante du choix des coordonnées, il en est de même de la force ou 
de A, F. 

2. Propriétés générales des coordonnées curvilignes, — Soient, en dési- 
gnant par p, Pt, p2 trois constantes arbitraires, 

(i) p = /(^,r, 2), p. = /, (-^j r» ^), p2 = /a(^»r;2) 

les équations des trois séries de surfaces orthogonales qui, par leurs inter- 
sections, peuvent servir à définir tous les points de l'espace. 

Pour abréger, nous représenterons par u Tune quelconque des coor- 
données X, 7, z\ par Pi et p, l'un ou Taulre des paramètres p, p„ p,. 

Posons 

et désignons par N^ la normale en un point de la surface p^ ; l'angle qu'elle 
forme avec l'axe (^u sera donné par la formule 

(3) cos(N„ I.) = ^ Js 

d'où il suit que, pour que les surfaces p^ et py se coupent à angle droit, il 
faut que 

^ ' dx dx djr dy dz dz 



I 
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Appelons dSi rélément de la normale à la surface p,; le travail élémentaire 
de la force h^ étant égal à dp^^ il vient 

<5) ds,= f. 

On voit ainsi qu'un élément d*arc tracé sur la surface p a pour expression 



s/' 



que 

(6) ^=^i^ 

représente un élément superficiel de la même surface, et enfin qu*un 
volume infiniment petit peut être défini par 



I 
L'équation (5) donne 



ÂÂji-/'"'''' ''p'- 



du _ . du ^ 

or ^ n'est autre chose que le cosinus r- -4^ de l'angle que la normale à 

Ja surface p, fait avec l'axe des a ; on a donc cette formule de transfor- 
mation 

<7) di^-^^-df,' 

-et les formules (2), (3] et (4) deviennent respectivement 



sMFWHM 



<3') cos{N,«) = A^, 

, ,,. dv dx dy dy dz dz 

dp, dpj dp, dpj dp, dpj 

Si maintenant on multiplie l'équation (7) par du^ que Ton remplace 
ensuite u successivement par x, jr, z, et enfin que Ton fasse la somme des 
résultats obtenus, on trouve 

y^* I , dx , dr , dz , 
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3. Supposons que, dans la fonction F du n*^ 1, on substitue aux coor- 
données rectilignes x, y^ z les coordonnées curvilignes p, p^ p,, au 
moyen des équations (i); la formule (6) conduit à ce résultat 

^^' dxdx dy dy dz dz ^\dp^dz dp^dy^dp.dz) ^ dp^ 

4. Si, dans la formule évidente 

(,o) ^ = ^± + ^±.^^^, 

du dp du dp^ ' du dp^ du 

on remplace successivement u par jt, /, z, que Ton fasse la somme des 
carrés des résultats obtenus, en ayant égard à la relation (4), on trouve 



<") <^')— (sy^*Kfy-<^> 



)■ 



5. Une propriété connue, relative aux cosinus des angles que forment 
deux systèmes d'axes rectangulaires, donne 

i^dp _^ \(lp^ \ dp^ I dp^^ I rfp, 
h dx ~ \ dz h,^ djr h^ dy h^ dz^ 

d'où Ton déduit, en posant 'k — j—j-^ 



et de même 



dx \dz dy dy dz J^ 
\dx dz dz dxj ^ 



dp. 

dy 



dz \dy dx dx dy ) 



Si l'on différentie ces valeurs respectivemcint par rapport à x, y, z, que 
Ton ajoute les résultats obtenus, le terme en X disparait dans la somme 
et l'on a 

d'p d^p d^p 
^^ da^^ dy" dz^ 

dx \dz dy dy dz) 

dy\dx dz dz dx) dz\dy dx dx dy ) * 
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si l'on a égard à la relation générale, 

d\ _d'k dp d'k dp^ d\ rfjp, 
du ~~ dp du dp^ du dp^ du 



en -7- ; il vient donc 



il ne reste dans le second membre de Téquation précédente que le terme 

dp 

^^~~^ dpldr\dz dy dy dz] \ 

ou 

d\ h^ . , , d\ 

On a ainsi les relations 



dL 



dp^ 

6. Si l'on différentie Téquation (10) par rapport à u^ que Ton ajoute, 
membre à membre, celles qui en dérivent, en remplaçant successive- 
nient u par x^ j, z, on trouve 

*u ««^P /.''F JL.'^P '/P» ''F» rfP. 



d'où, en ayant égard aux formules (12), 

^ ^ #/F ^ A. «/F ^ A, £/F\ 

(i3) 



A,F==M,/i,(^'^^'^^-^P-i-'^^^^P' ^"^^^.^P.) 



£/p r/p, fl^p, /* 
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CHAPITRE XIV. 

HYDRAULIQUE. 



§ l«^ — Généralités. 

263. V Hydraulique est une science d'application ayant pour 
objet de représenter, théoriquement ou empiriquement, les 
lois relatives au mouvement des fluides pesants, et dans la- 
quelle on fait intervenir, en outre des principes de la Méca- 
nique, certaines hypothèses, auxquelles on a été conduit par 
l'observation, en vue de pouvoir résoudre les questions pro- 
posées. 

En Hydraulique, on s'occupe principalement du mouve- 
ment permanent, défini, comme on le sait, par cette condition 
que la vitesse des molécules, qui passent successivement par 
un même point déterminé de l'espace, est, en ce même point, 
constante en grandeur et en direction. L'ensemble de toutes 
les molécules situées à un instant donné sur une trajectoire 
déterminée constitue ce que l'on appelle un Jilet. On com- 
prend dès lors ce que signifie cette expression de mouvement 
d'un fiuide par filets. 

Pour ne pas avoir à y revenir, nous énoncerons ici les règles 
approximatives suivantes, dont on fait usage en Hydraulique : 

i<» Lorsqu'un courant à ciel ouvert est formé de filets li- 
quides animés d'un mouvement rectiligne et uniforme, la 
pression est la même qu'à l'état statique, attendu que les 
forces extérieures se faisant équilibre sur chaque molécule 
d'un filet, les pressions que ce filet exerce ou supporte de la 
part des filets voisins sont les mêmes que si le liquide était 
en repos. 

tt II en est sensiblement de même quand, le mouvement 
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étant varié, l'accélération est faible, puisque l'on se trouve 
dans un état voisin de l'équilibre. 

3<» Si un fluide soumis à l'action de la pesanteur se meut par 
filets paraboliques, la pression est la même à l'intérieur de la 
gerbe qu'à l'extérieur, puisqu'il y a indépendance dans le 
mouvement des Qlets, qui n'exercent ainsi entre eux aucune 
action mutuelle. 

Un tuyau sera limité pour nous par une surface engendrée 
par le périmètre d'un profil plan constant ou variable d'une 
manière continue, dont le plan, se déplace normalement à une 
courbe plane ou gauche, que le centre de gravité de l'aire est 
assujetti à décrire. 

On admet en Hydraulique que toutes les molécules, qui, à 
un instant quelconque, se trouvent comprises entre deux sec- 
tions infiniment voisines du tuyau ne cessent pas de se trou- 
ver entre deux sections de cette nature dans la suite du mou- 
vement. C'est ce que l'on appelle Y hypothèse des tranches, qui 
n'est rationnelle que dans le cas de tuyaux de très-petite sec- 
tion, et à laquelle, comme nous le verrons plus tard, on est 
obligé de faire subir une correction lorsqu'il s'agit de grandes 
sections, comme celles que présentent les canaux. 



§ II. — Du mouvement des liquides uniquement soumis 

à l'action de la pesanteur. 

SBi*. Du mouvement non permanent dans un tuyau. — 
Soient 

s une portion de l'axe du tuyau mesurée à partir d'un point 

déterminé 0; 
(ù l'aire de la section ab correspondant à s\ 
n le poids spécifique du liquide; 
Via vitesse de la tranche aba'b' d'épaisseur ds et de masse 

m = — (ùdsi 
8 
<f l'accélération de cette masse estimée dans le sens de la vi- 
tesse ; 
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Pj p -h -f ds les pressions^ rapportées à Tunité de surface, 
sur ab et a! V. 

La résultante, estimée dans le sens du mouvement, des pres- 
sions élémentaires qui s'exercent sur la surface totale de 

l'élément aha!h\ est égale à —bi-P-ds\ en effet les pres- 
sions élémentaires sur la paroi [aa! ^ bb') ne pouvant donner 
dans cette direction qu'une quantité du premier ordre, on 
peut supposer qu'elles sont dues à la pression uniforme 

( p -h ^ ds\'i et ont ainsi pour résultante 
D'autre part, ab et a'b' donnent lieu à la résultante 



Kab-\p-^-£dsja'b\ 



expression qui, ajoutée à la précédente, donne bien le ré- 
sultat annoncé. 
Nous aurons donc ainsi 

/«çp = ^S'COS(g', ds) — tù-j-ds 

ou 

La vitesse Y, à un même instant, varie d'un point à un 
autre du tuyau, et, en un même point de ce tuyau, elle varie 
dans les instants successifs du temps. C'est donc une fonction 
de s et de /; mais cp est la dérivée totale de V par rapport au 
temps, en remarquant que, pour la tranche considérée abcdb', 
s est fonction du temps; on a donc 

_dV dVdsdV dS 
'^'^ dt '^ ds dt" dt '^ ds' 

par suite 

V rfV id\ , .. i dW 

g ds g dt ^°^ * U ds 



HYDEAUUQQE. 283 

Si l'on appelle z la projection de s sur ia verticale ou la dis- 
tance du centre de gravité de ab au plan horizontal passant 
par 0, on a 

dz = </y COS(g', ds),^ 

par suite 

(A) V — H j-ds = dz-- --^ds, 

^ ' g g dt n ds ^ 

formulé qui s'applique à un fluide pesant quelconque^ quelle 
que soit sa nature, c'est-à-dire la relation qui existe entre p 

et n. 

Soient 

^0, Vo, po, &)„ z« les valeurs de 5, V, p,(ùeiz qui se rapportent 
à une tranche liquide déterminée; 

*i> Vi, Pif &)i, Zt les quantités correspondantes relatives aux 
molécules qui traversent au même instant une section dé- 
terminée par la valeur donnée ^i de s. 

On a 
par suite 

g g dt (fi U ds 

d'où 

v? - v; w, r/v, f^i di I 



'^S 






ou encore 

^ ^g\ ^IJ g dt J^^ w • • n^^» ^«^ 

265. Application au cas oà le liquide^ étant contenu dans 
un vase, s'écoule dans l'atmosphère par un ajutage cylin^ 
drique vertical très-court. 

Nous attribuerons à l'ajutage une longueur strictement 
suffisante pour que les vitesses qui le traversent à la sortie 
puissent être considérées comme verticales; d'après l'expé* 
rience, celle longueur est très-petite et peut être négligée dans 
le calcul de l'intégrale de l'équalion (i). 

En supposant que coo se rapporte au niveau et coi à l'extré- 
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mité de Tajutage^ les pressions p« et px sont égales à la pression 
atmosphérique» et, comme z^=s^ \\ vient 

i"* Le niveau est maintenu constant. — En prenant 
l'origine de s dans le plan du niveau , on a Zo = o ; 

dz 

— est une quantité constante que nous désignerons 






par K; on a, entre V( et t, l'équation 



2g V <J 



Si l'on pose 









cette équation devient 



d'où 

a r, -h V, 

V, =. v; ' — r 



1-i- e « 



La valeur de V, montre qu'au bout d'un certain temps, d'au- 
tant plus court que a ou gji sera plus petit, les exponentielles 
sont sensiblement nulles, et que, par conséquent, Vi converge 
vers la vitesse V, correspondant au mouvement permanent qui 
sera ainsi rapidement atteint. 

2® Le vase supposé de forme prismatique à arêtes verticales 
se vide, -^ Dans ce cas, on a w^w©, et, en désignant par h la 
hauteur du niveau au-dessus du fond du vase, l'équation (i) 
donne 



0-3) 



Wo CU 



285 
or on a 



d'où 
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V.-- 


dh 
dt 






dt 


"" dh 


dh 

dt ~ 


«. V 
«0 * 


dh 



L'équation ci-dessus devient donc 



'■(-â-^'T-^. 



équation linéaire en Y^, dont l'intégrale est 






V? = Ce"«> +— ^1^::--, 



ag^A 



I — 2-4 



C étant une constante que Ton déterminera par la condition 

que le vase commence à se vider ou que V, = o pour une 

valeur connue h^ de h. Le temps sera donné en fonction de A 

par la formule 

^dh 



".1 A 



dans laquelle on supposera h = o, pour déterminer le temps 
au bout duquel le vase doit se vider. 

266. Du mouvement permanent, — Nous aurons ici --tt^ =o, 

et nous pourrons supposer que &)« se rapporte à une section 
déterminée du tuyau et ui (dont nous supprimerons l'indice 
devenu inutile, de même que ceux de Vi et pi), à une section 
quelconque définie par la valeur de z mesurée à partir de la 
première. L'équation (B) devient ainsi 

On peut arriver immédiatement à cette formule par la mé- 
thode suivante, dont nous ferons souvent l'application. 
Au bout du temps infiniment petit 9, les molécules qui 
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étaient dans les sections a» 6g et ab sont venues respectivement 
dans les section cl^ b\, a'b' ; soit 

8 ^ s 

la masse de a«6«a'« b\ égale à celle de aba'b'. 
Le demi-accroissement de la force vive a^boûb se réduit à 

2 

puisque la force vive de la partie commune a\b\ab n'a pas 
changé. Les pressions p» et p donnent le travail 

Le travail dû à la pesanteur se réduisant à 

mgz. 
on a 

(C) '=mgz-^mg "^'^ ' S 

et» en divisant par m, on retombe sur l'équation (2). Conce- 
vons que l'on établisse deux tubes verticaux non fermés à 
leurs extrémités supérieures ou piézomètres en a^b^ et ab\ le 
liquide s'y élèvera respectivement en c» et d à des hauteurs 
que nous désignerons par y]« et y], correspondant aux pres- 
sions /?« et Pj et l'on aura 

d'où 

v - v; 

11 est facile de voir que le second membre de cette équa- 
tion représente la distance verticale de Co au-dessus de c ou 
ce que Ton appelle la hauteur piézomé trique* 

On peut donc énoncer ce théorème : 

La différence des hauteurs dues aux vitesses en deux points 
d'un liquide pesant, animé d'un mouvement permanent, est 
égale à la hauteur piézométrique correspondante. 
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L*équation (2), en ayant égard à la relation (a), peut se 
mettre sous la forme 



(3) V = 



qui donne la vitesse dans la section ab. 

Nous ferons remarquer, d'après la formule (2 ), que là pres- 
sion p est d'autant plus faible que la vitesse V est plus grande. 

Remarque* — La formule (3) peut encore s'appliquer à 
l'écoulement permanent d'un liquide, contenu dans un vase, 
par un orifice très-pelit pratiqué d'une manière quelconque 
dans la paroi. 

En effet, on peut l'établir en considérant un faisceau de 
filets partant de la surface et aboutissant à Torifice dans 
lequel les vitesses seront sensiblement égales, quoique pou- 
vant avoir des directions différentes. On n'a plus qu'à admettre 
alors que les vitesses au niveau sont égales et verticales. 

267. Théorème de Daniel Bernoulli. — Contraction d'une 
veine fluide. — Considérons un vase à niveau constant dont 
une portion de paroi soit plane, très-mince, horizontale ou 
verticale et dans laquelle on a pratiqué un orifice a'b' d*une 
section très-faible par rapport à celle du vase (^g'.gS). 

Fig. 95. 







b 



Par suite de l'obliquité des filets fluides par rapport à Taxe 
de l'orifice, la section de la veine éprouve, au delà de a' 6', 
une contraction en ab où elle est traversée normalement 
par les filets fluides. 

La formule (3) peut donc s'appliquer ici en considérant 6)« 
comme étant Taire de la surface de niveau, &> eomme celle 
de la section contractée; on a d'ailleurs, d'après la troisième 
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des règles établies au numéro 263, p=^p%9 puisque la pres- 
sion atmosphérique s'exerce également sur a^ht et ab\ 11 






vient donCy en négligeant — ^ devant l'unité, 

(4) V = v^, 

c'est-à-dire que la vitesse d'écoulement est égale à celle qui 
est due à la hauteur du liquide au-dessus de l'oriOce, ce qui 
constitue ce que l'on appelle le théorème de Daniel Ber- 
noulli. 

La dépense d'un liquide en mouvement est le volume^ es- 
timé en mètres cubes, du fluide qui traverse une section dé- 
terminée censée normale à la direction des filets. 

Soit, dans le cas actuel, Q la dépense, m le coefficient de 
contraction, c'est-à-dire le rapport de la section contractée à 
la section de l'orifice que nous désignerons maintenant par o). 
La section contractée étant mo, il vient 

( 5 ) Q = /ww V = iww ^-igz, 

11 est clair que l'épaisseur plus ou moins grande d'une 
paroi n'a aucune influence sur le débit lorsque la veine se 
détache nettement du pourtour. 

268. Minimum du coefficient de contraction. — Supposons 
qu'un vase, renfermant un liquide dont le niveau est main- 
tenu constant, soît suspendu par des fils en un point fixe 0; 
qu'il soit défini latéralement par une enveloppe cylindrique 
verticale, très-mince, dans laquelle on a pratiqué un orifice 
vertical a' b' relativement très-petit. 

Soit [fig. 85) aibi l'intersection de la paroi opposée à l'ori- 
fice avec le cylindre normal au plan de la section contrac- 
tée ab de cet orifice ayant pour base cette section. Le fluide 
prenant une vitesse sensible aux environs de a et 6, la pres- 
sion sur une certaine zone {a^a^'b^b") sera inférieure à la 
pression statique, de sorte que, pour maintenir l'équilibre du 
vase suspendu comme on l'a supposé, et en raison de ce que 
Ja pression est nulle en ab (en faisant abstraction de la près- 



sion atmosphérique qui ne joue ici aucun rôle), il faudra exer* 
cer sur a^ 61 une action F supérieure à la pression statique 




IIgjjs et que nous pouvons représenter par 



(6) 



F = iïlùiz. 



i étant au moins égal à l'unité. 

Dans le temps infiniment petit 6, les molécules qui se 
trouvent en ab se déplacent et l'accroissement de leur quan- 
tité de mouvement est 

5qôV; 
ë 

mais, en prenant les moments par rapport au point 0, on voit 
que cet accroissement est égal à l'impulsion F d de la force F; 
il vient donc 



(7) 



F=n?y. 



On déduit des formules (5), (6), (7), par rélimination de F 
et V, 



«.= -; 



on voit ainsi que le coefficient de dépense sera généralement 
supérieur à 7. 

II. 19 
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Dans le cas d'un orifice rentrant (^g. 97) les filets ne 
prennent une vitesse sensible qu'à l'orifice mèmey de sorte 

Fig. 97 



que l'on peut supposer i=iy et l'on a pour le minimum 
de m 



T 

'2 



ce qui est conforme à une expérience de Borda. 

269. Résultats de Vexpérience relatifs à la contraction 
d*une veine fiuide en mince paroi. 

1** Orifice circulaire,^ Soit d le diamètre de l'orifice : on a 

m = 0,62 pour d ^ J ^ 

< o", 16 

et z<6™,8o. 

2® Le coefficient de contraction pour un orifice quel- 
conque ne dépend que de la largeur minimum de l'orifice et 
reste égal à 0,62, lorsque l'autre dimension n'est pas supé- 
rieure à vingt fois la première. 

3® Jjutages coniques très-courts, — D'après Castel on a, 
en appelant 29' l'angle du cône, 

pour 2^'= 8** /w=o,93 



n 


i5 


0,94 


» 


20 


0,92 


M 


3o 


0,90 


» 


40 


0,87 





5o 


0,85 



On comprend pourquoi ce coefficient est très-voisin de 
Tunitéy en raison de ce que la tendance au parallélisme des 
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2g I 



Glets à la sortie de Torifice (Jig. g8) est facilitée par la forme 
même de cet oriGce. 

Fig. 98. 




4" Fausse paroi, — Une fausse paroi est une portion maté- 
rielle du cylindre horizontal ayant pour base l'orifice, péné- 
trant dans la masse fluide {fig. 99). La contraction étant, ou 

Fig. 99- 




à peu près, supprimée suivant la fausse paroi, on obtient 
naturellement, pour un même orifice, un débit plus consi- 
dérable. 
D'après Bidone, on a 

/w =o,62{ I -+-o,i5a^ j) 



formule empirique dans laquelle N est la longueur de la fausse 
paroi et P le périmètre de l'orifice. 

Cette formule, qui n'est basée que sur un petit nombre 
d'expériences, ne doit pas être considérée comme offrant 
toutes les garanties voulues d'exactitude pour représenter les 
faits observés. Il n'est donc pas étonnant que très-souvent 
elle ne se retrouve pas d'accord avec les résultats des expé- 
riences du colonel Lesbros. 

5® Généralités relatives au cas oûC la contraction n'est pas 
complète. — Lesbros a établi la règle suivante, qu'il n'a pas 
cru devoir transformer en formule empirique : 

'9- 
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Le coefficient de dépense croît proportionnellement au 
rapport de la portion p du périmètre P sur laquelle la con- 
traction est supprimée à ce même périmètre. 

Gomme pour ^=P on doit avoir mr= i, en supposant que 
le tuyau faisant suite à l'oriflce ne soit pas prolongé au delà 
de la section contractée» on peut poser approximativement 
et sous toute réserve : 



m = o,6a f i + o,6i ^ J 



270. Induction théorique de Navier relative à la détermi- 
nation du coefficient de contraction. — Considérons un orifice 
t)orizontal plan &) pratiqué dans la paroi d'un vase, suivi ou 
non d'un ajutage conique, ayant un cenire de figure 0. 

Menons, par la verticale Oz de ce centre, deux plans faisant 
entre eux un angle infiniment petit dB^ qui déterminent dans» 
deux fuseaux opposés par le sommet^^dont nous représente- 
rons Taire totale par d(ù. Décomposons ensuite dtù en éléments 
égaux ayant pour centre le point 0. Nous pourrons considérer 
chacun de ces éléments comme étant la section d'un filet dé* 
terminé par le plan de o). 

Soient 



\ = ^2gz la vitesse d'un filet dans cette section; 
o son inclinaison sur la verticale; 
<p' le maximum de 9. 

La moyenne vitesse verticale des filets danscfct) est évidemment 







p- = V r- ) 

et l'on a pour la dépense correspondante 

-.sîn®' 8În(p' / r- 

V — 7— aw = • — r- vigzdtti. 

Il vient ainsi, pour le coefficient de contraction ou de dé- 
pense relatif à dtù^ 

sin«p^ 
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el pour sa valeur moyenne dans la section entière 



m 

OU 



(8) ^^h^r-M^^ 

en exprimant cp' en degrés. 
Dans le cas d*un orifice plan, on a 

d'où 

m = o,6366, 

chiffre qui se rapproche beaucoup de 0,6:2, celui qui résulte 
de l'expérience. 

Pour des orifices circulaires évasés à 29' = 20*, 2(p'=:5o'», 
on trouve respectivement mi=:i,oo, m = 0,93, valeurs qui 
sont un peu supérieures à celles que nous avons indiquées au 
numéro précédent. 

271. Inversion de la veine fluide. — Lorsque l'orifice n'est 
pas circulaire, le croisement des filets fluides donne lieu, au 
delà de la section contractée, à un phénomène connu sous 
le nom d'inversion de la veine fluide, et qui consiste en ce 
que la forme de la section de cette veine éprouve des varia- 
tions telles, qu'elle finit par ne plus avoir le moindre rapport 
avec celle de l'orifice. 

272. Écoulement par un orijice de grandes dimensions. 

I* Orifice horizontal. — Admettons, faute d'autres éléments, 
que le rapport des sections des filets à la surface et dans la 
section contractée est constant et égal à celui des sections 
totales correspondantes a)« et m o), &)o étant la section de l'orifice. 

En partant de la formule (3) et de la relation Q =Va)m =Votk)., 
il vient 



m» 



(9) Q= . a V/âg-g, 

m étant un coefficient de contraction ou de dépense donné 
par l'expérience pour chaque nature d'orifice. 
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a* Orifice vertical. — Dans ce cas, on prendra la formule 

(lo) 0= — , ^ / yf^zdfù. 



wi 



dans laquelle dtù désigne un élément horizontal de Taire u 
de l'orifice, déterminé par les ordonnées -s et ^ -4- dz. 

273. Débit par un déversoir. — Considérons un canal hori- 
zontal à section rectangulaire barré par un mur très-peu épais 
à sa partie supérieure qui est arasée horizontalement, par- 
dessus lequel l'eau peut s'écouler : nous aurons ce que Ton 
appelle un déversoir. ^ 

L'expérience fait connattre que le liquide, avant de passer 
sur le seuil du déversoir, éprouve une dénivellation notable. 

Soient [fig» loo) 

Fig. 100. 

A. 




Vo la vitesse des molécules qui traversent la section verticale 
ÂoBo du canal, dont le centre de gravité est Go; 

V la vitesse sur le seuil du déversoir ou dans la section AB, 
dont G est le centre de gravité; 

h la largeur du canal, et / celle du déversoir; 

^0 et z lés hauteurs de Go et G en contre-bas de Ao et A ; 

Ç la dénivellation ou Ist hauteur verticale de Ao au-dessus 
de A; 

Mo, (ù les sections A«B«, AB ; 

Pa la pression atmosphérique. 

La pression totale sur Ao 6o étant 

et, sur AB, 

il vient, d'après le principe des forces vives, 

-__ ^ . + (z zo -^ ^) - Ç, 
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d'où 

(il) v=/2gç + v;. 

Dans cette formule, on pourrait faire disparaître ¥• en par- 
tant de la relation Vo Wo = Vo; mais, au point de vue des ap- 
plications, cette transformation serait plutôt nuisible qu'utile, 
comme nous allons le voir. 

Supposons que Ton puisse mesurer la hauteur h de Ao au- 
dessus du niveau du seuil du déversoir, la section du déver- 
soir étant l{h — - Ç ); il vient, pour le débit, 



[1%) Q = /(/*~ç)v^25'Ç-+-Vî. 

Analytiquement le problème n'est pas soluble, puisqu'il 
dépend de deux quantités A et ^ qui doivent être liées entre 
elles par une loi que nous ne connaissons pas; mais, si nous 
admettons, ce qui est plus ou moins contestable, que les phé- 
nomènes naturels correspondent toujours à des conditions de 
maxima ou de minima, il vient pour la valeur de Ç, qui rend 

Q maximum, 

h V* 

'^-3-3i' 

par suite 

OU, en appelant Ao la hauteur due à la vitesse. 



(i3) Q=\l{h-^fi,)^'^(h^h,)==o,Z%^l[h-^h,)s/i^g[h^h,), 

Lorsqu'un déversoir correspond à une masse d'eau tran- 
quille, comme celle d'un étang, par exemple, on peut négli- 
ger At, et il vient 

(i4) Q = o,385Mv^îr^. 

La dépense réelle Q', déduite de l'expérience, peut se re- 
présenter par la formule empirique 

(i5) Q'=77?Mv/ïp, 

m éx^m le coefficient de dépense. 
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D'après Ponceiet et Lesbros, m irait en diminuant quand h 
augmente, mais ne varierait que de 0,4^4 ^ o,385 dans leurs 
séries d'expériences; ces limites étant très-rapprochées l'une 
de l'autre, on prend généralement dans la pratique m = 0,4^. 

274. Jaugeage par un déversoir, -- La formule (i3) permet 
de déterminer facilement le débit d'un cours d'eau lorsqu'on 
a la possibilité de faire passer la lame liquide sur un déver- 
soir. En effet, une règle et un niveau à bulle d'air permettent 
d'obtenir A; Vo, par suite A» (qui n'entre que comme élément 
de correction et qu'il suffit d'évaluer par approximation), peut 
se déterminer au moyen d'un flotteur en chêne qui donne 
la vitesse au niveau, peu différente de la vitesse moyenne, 
comme nous le verrons plus loin. 

275. De l'écoulement par une vanne. — Il est clair que 
l'on doit appliquer ici la formule (5). L'expérience donne, 
pour la valeur du coefficient de dépense : 

/w = 0,60 vanne verticale, contraction sur 4 côtés 
o,63 » » 3 « 

0,65 » » a » 

0,69 » l » 

Pour une vanne inclinée avec contraction sur un côté, on 
peut prendre 

771 = 0,75, pour une inclinaison de 60 degrés 
0;8o, » » 4^ » 

Pour les vannes d'écluses on prend m = o,63. 

§ IIL — Effets des changements brusques dans le mouvement 

des liquides. 

276. Principe de Borda. — Lorsque la vitesse des filets 
liquides varie brusquement en grandeur et en direction, 
comme cela arrive notamment quand la section d'un tuyau 
éprouve un élargissement brusque, il se produit des tour- 
billonnements avant que le liquide reprenne un mouvement 



HTDHlBUQtPI. 197 

régulier. La Torce vive que possède le liquide avant l'élargisse- 
ment se décompose au delà en deux parties : l'une est due 
auK vitesses rotatoires des molécules qui produisent les tour- 
billonnements, et est bientôt détruite par l'effet de résistances 
analogues au Trouement; l'autre est celle du fluide, lorsque 
son mouvement a lieu de nouveau, ou du moins très-sensi- 
blement, par tranches. 

En considérant les tourbiltonnemenis comme le résolut du 
choc d'une masse liquide contre une autre animée d'une 
moindre vitesse et, en assimilant le cboc à celui de deux 
corps mous, Borda a été conduit h poser en principe que de 
ce changement de mouvement doit résulter une perle de tra- 
vail mesurée par la demi-force vive, par suite une perle de 
charge, due à la vitesse perdue. 

Cette extension donnée ainsi, par un simple aperçu, au 
théorème de Carnol est très-contestable, car il s'en faut que 
le même raisonnement puisse s'appliquer dans deux circon- 
stances aussi différentes. 

Mais on peut justifier ainsi qu'il 3uit le principe dont il 
s'agit. 

Soient (yîg:. 101) 

Flg. 101. 




a,b, la section contractée u. de la veine à son entrée dans 

la partie élargie d'un tuyau ; 
ab la section a de cette partie, dans laquelle le mouvement 

commence à devenir régulier; 
V,, V les vitesses, p„ p les pressions dans les sections a^b, 

et ab; 
acdb la portion de la paroi de la partie élargie, limitée à la 

section ab, qui se raccorde avec l'autre partie du tuyau. 
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Ifous admettrons que la pression est très-sensiblement égale 
à pt dans la masse tourbillonnante, jusqu'à une petite dis- 
tance de ab (dans l'étendue de laquelle elle devient assez 
rapidement égale à p, pour que l'on puisse considérer la 
transition comme ayant lieu brusquement). 

Si ab est suffisamment grand par rapport à a«6«, ou bien si le 
tuyau d'arrivée de l'eau pénètre sur une assez grande longueur 
dans la partie élargie, cette dernière, jusqu'à ab, ne sera pas 
complètement occupée parles tourbillonnements, dont la ré* 
gion sera limitée par une masse de liquide que l'on peut con«- 
sidérer comme stagnante. Mais, dans ce cas, on peut conce- 
voir que le tuyau élargi soit remplacé jusqu'à ab par une paroi 
fictive limitant les tourbillonnements. 

Désignons par U la vitesse perdue entre a© Ao 6t ab, c'est-à- 
dire la différence géométrique de Vo et V, et par u sa projec-- 
tion sur la direction de V. 

On voil sans peine que 

d'où 



'^S ^s '^s s 



Au bout du temps infiniment petit B, les molécules qui se 
trouvaient en Oofto et ab sont venues respectivement en d^ b\y 
a' b' et, appelant m la masse 

a,b,ct,b\-^aba'b' = ^^y^=^^,\,^, 

h h 

l'accroissement de la quantité de mouvement en projection 
sur la direction de V, éprouvé par la masse fluide a^b^ab, 
lorsqu'elle vient en a\ b\ a'V , est 

m/£= — Vwtt, 

en remarquant que la quantité de mouvement de la partie 
commune d^ b\ ab n'a pas changé* 
En vertu de l'hypothèse que nous avons faite sur la près- 
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sion dans la masse abcd, p^, p donnent respectivement» sui-^ 
Tant la direction de V, les impulsions 

/?, w0 et — /7WÔ. 

Soient W le volume du fluide ramené au repos, c'est-à- 
dire au poids spécifique II, compris entre cd elab; p l'angle 
que fait N avec la verticale. La pesanteur donnant l'impulsion 

nWôcosp, 
il vient, d'après un principe connu, 

(a) - Vww = (;?^~/?)«H-nWcosp. 

Comme la distance entre cd, ab est toujours petite, on peut, 

sans grande erreur, supposer ces deux sections égales et le 

volume W équivalent à celui qui est compris entre ces deux 

W cosô 
sections, quoiqu'il lui soit inférieur; alors devient la 

hauteur verticale z du centre de gravité de a^ b^ au-dessus de 
celui de ab. 

On a donc, en se reportant à l'équation (i) et en vertu de 
la valeur (3), 

(3) 1 ll = z-i-£^^—, 

ce qui établit le principe énoncé. 

Si l'axe de l'élargissement est rectiligne et se trouve dans 
le prolongement de celui du tuyau d'arrivée, on a 

u = v,-v, 

et la formule ( 3 ) devient 

277. Effet d*un étranglement qui succède à un élargisse^ 
ment brusque. — Supposons qu'il y ait un étranglement au 
delà de ab, et soient o)^, \\, p\ la section contractée, la vi- 
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tesse, la pression rehUyes à cet étranglement; z^ la hauteur du 
centre de gravité de oi\ en contre-bas ie celui de o). On a 



mais 



par suite, en ajoutant» 



^g 


V» 


-P-P''^z- 


^g 


= 




iiani» 

^g 


=r 


n ag- 



z' étant la tiauteur du centre de gravité de &>• au-dessus de 
celui de (ù'. 

Ainsi la formule fondamentale de l'Hydraulique s'applique 
encore dans ce cas> en tenant compte toutefois de la perte de 
charge due à l'élargissement brusque. 

278. Influence d'une succession d'élargissements brusques 
sur le mouvement d'un liquide. — En accentuant en consé* 
quence les quantités qui se rapportent aux élargissements 
successifs, on a 
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en ajoutant, 
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Cette relation n'est autre chose que celle qui résulte de 
l'application de la formule générale de l'Hydraulique aux deux 
orifices extrêmes, en y introduisant toutefois les pertes de 
charge dues aux élargissements brusques intermédiaires. 
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279. Écoulement à l'air libre d'un vase maintenu à niveau 
constant par un ajutage cylindrique très^court, — Nous sup- 
poserons l'ajutage horizontal et suffisamment court pour qu'il 
n'y ait pas lieu de faire intervenir le frottement* dont nous 
nous occuperons plus loin. 

Soient (Jig. 102) 




AB le niveau du liquide; 

h sa hauteur au-dessus du centre de gravité de la section g) 
du tube; 

coola section contractée Uob^ du liquide^ située à quelque dis- 
tance au delà de la naissance cd du tube. 

Un peu au delà de a^b^, en ab^ le liquide remplit complète- 
ment le tuyau en prenant une vitesse plus faible, d'où une 
perte de force vive dont il convient de tenir compte. Nous 
désignerons par p la pression atmosphérique qui s'exerce en 
AB et ab, /?o la pression en Oo &«> ^ le coefficient de con- 
traction^ V, Vo les vitesses en ab et a« 6,. Nous aurons 

Vw = V, w /w, 



d'où 

(0 



m 



Le niveau du liquide étant censé très-étendu par rapport 
à 0)* ou (ù,\l vient 

a^ n 
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La dernière de ces formules donne, en vertu de la rela- 
tion (i), 

(3) . y = \^)/^gh. 

en posant 

(4) . P = 



sHF^l 



Si l'on prend m = 0,62 (269), on trouve 

f*r:=0,85, 

chiffre qui diffère peu de la valeur /x = o,82. donnée par 
l'expérience. • 
La première des formules (2) devient 



n \m^ ) ' 



et, en prenant f* = 0,82, il vient 

^-^ = o,75h. 

La pression en a^h^ est ainsi inférieure à la pression atmo- 
sphérique, ce qui est conforme à une expérience de Venturi, 
qui a démontré qu'en adaptant .à l'ajutage un tube qui, re- 
courbé verticalement, venait plonger dans un vase, l'eau s'éle- 
vait dans le tube à une certaine hauteur représentant préci- 
sément la valeur de ^ _ ^% qu'il a trouvée égale à 0,74 A- 

Cette perte de pression dans la section contractée explique 
le jeu des trompes et le tirage dans les cheminées des loco- 
motives produit par l'échappement de la vapeur. 

Lorsque l'on veut élever le niveau d'un canal, barré déjà 
par un certain nombre de poutrelles superposées, il suffit de 
faire jeter en deçà une poutrelle semblable, et d'en diriger 
le mouvement de manière qu'elle reste perpendiculaire 
au fil de l'eau; cette poutrelle, arrivée au-dessus des autres, 
détermine un ajutage cylindrique, d'où une diminution de 
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pression qui a pour résultat de faire tomber la poutrelle 
brusquement sur la erète du barrage, dont le niveau se trouve 
ainsi exhaussé. 

280. Jjutages divergents (fig. io3). —Supposons que V., p. 
se rapportent à l'ouverture de la paroi &)« et V à une section 

Fig. io3. 
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quelconque &> de l'ajutage, p et A ayant les mêmes significa- 
tions que plus haut. Il vient, en remarquant que, vu la conti- 
nuité de forme de l'ajutage, Il n'y a pas de perte de force 
vive, 

d'où, en divisant ces deux équations l'une par l'autre et re- 
marquant que Vo = — ? 

U/i Uh w2 

Or, pour que le mouvement ait lieu comme on l'a supposé 
dans abf ou à gueule, bée^ il faut que /?• soit positif, ce qui 
exige que 



^.<M-') 



Si cette condition n'est pas satisfaite, le liquide ne remplira 
pas complètement la section ab et la partie divergente devien- 
dra alors inutile. 
Dans une expérience pour laquelle A = o,88o, Venturi a 

trouvé 3,o3 comme limite supérieure de —9 tandis que le 
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calcul donne 3,54* A la vérité Tajutage dont s'est servi ce 
physicien laissait à désirer au point de vue de la continuité 
de la forme. 

§ IV. — Du frottement des liquides dans les tuyaux 

de conduite* 

281. Considérons un liquide en mouvement dans un tuyau 
rectiligne dont la section soit circulaire, et concevons que 
Ton décompose toute la masse fluide en cylindres annu- 
laires très-minces, de même axe que le tuyau, et que nous dé- 
signerons, pour abréger, par ai, a^, . . . , en commençant par 
celui qui a le plus grand diamètre. 

Du mouvement des molécules fluides résulte des compo- 
santes tangentielles résistantes, produisant des effets analogues 
à ceux du frottement entre les corps solides. La paroi du cy- 
lindre, sur une longueur ds par exemple, développera sur a, 
un frottement qui tendra à en diminuer la vitesse; le mouve- 
ment de ai ainsi ralenti donnera lieu au frottement sur a, 
dont le mouvement sera ensuite retardé, mais ce frottement 
viendra plus ou moins en compensation avec la première 
cause retardatrice de ai; as agira de la même façon sur as, et 
ainsi de suite. 

On voit ainsi que la couche centrale possédera la plus 
grande vitesse, et que la vitesse des autres ira en diminuant 
à mesure que leur rayon augmentera. 

En maintenant l'hypothèse des tranches, il est visible qu'on 
sera obligé de faire intervenir une résistance totale pour 
rendre compte des faits observés relativement au mouvement 
des liquides sur de grandes longueurs. Cette résistance, pour 
une tranche d'épaisseur é/5, sera évidemment proportionnelle 
à ûf5; il paraît naturel de la supposer proportionnelle au péri- 
mètre intérieur a du tuyau et à une certaine fonction /(V) 
de la vitesse moyenne; enfin on admet qu'elle est propor- 
tionnelle au poids spécifique II du fluide et indépendante de 
la forme de la section. On. peut donc la représenter par 
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En nous reportant au n"" 266 et continuant à désigne» par 
m = û) — y ô la masse fluide débitée dans le temps 9 par la 
section cù, le travail de cette résistance dans le temps 6 sera 

nfTf{\)ds\9=-f[\)gdsm. 

Nous aurons donc, pour la longueur / du tuyau, que nous 
ne sommes plus obligé dès maintenant de considérer comme 
rectiligne et comme ayant une section uniforme, le travail ré- 
sistant total 



mg 



En introduisant, avec le signe —, ce terme dans le second 
membre de la formule (C) du numéro précité, il vient 

— '- =xagz-^ Il "^g-^SJ -/(V)^S 



ou 




(I) ^ ^» 


= ..&=£- 


comme on a 






V.«. - V», 



l'intégrale du second membre de Téquation ci-dessus ou la 
perte de charge due au frottement devient 

et ne dépend ainsi que de la forme du tuyau ou des valeurs 
de cr et Gi> exprimées en fonction de s. 

En considérant respectivement c et w comme le périmètre 
et la surface d'un cercle dont le diamètre serait D, on a 

- = — -, D est ce qu'on appelle le diamètre moyen de la sec- 

tion. La formule (i) devient alors 

II. 20 
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S'il y a des pertes de charge dues à des élargissements brus- 
ques, il faudra les retrancher du second membre de cette 
équation. 

282. Cas du mouvememt uniforme, — Si la vitesse est con- 
stante dans toute la longueur du tuyau^ on a 



ï-'=w)r'§- 



Le premier membre de cette formule est la différence des 
hauteurs piézométriques Ç dans les sections extrêmes du 

tuyau. En désignant par I le rapport j ou la perte de charge 
par mètre courant, il vient 

iA\ i_/(v) r^ds 

Lorsque la section est uniforme ou que D est constant, on a 
tout simplement 

(5) j =/{V). 

C'est dans ce cas particulier que Ton s'est placé expérimen- 
talement pour déterminer empiriquement la forme de la fonc- 
tion /(V). On est ainsi arrivé à poser 

ce qui donne, lorsque la section est circulaire et uniforme, 

(6) ^^^(aY^bY^), 

(7) ^=:.aY-i-bY\ 

4 

D'après Darcy on a, R étant le rayon de la section, 
32 376 

) pour les tuyaux recouverts de dépôts. 
443 62 



a 



io« 10' R 

a = o 

Soi 647 I \ P^^^ ^®s tuyaux qui ont quelque temps d'usage, 
= 



io« io« K 
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SHl s'agit de tuyaux en fonte neuve, les coefficients doivent 

être réduits environ de moitié. 

Si R est compris entre o,o3 et o,5o, comme les limites de .6 

naS 520 
sont -^ et — 7 3 on peut supposer approximativement que ce 



lO* 



10' 



coefficient est constant et égal à sa moyenne valeur 



625 

10* 



283. Écoulement, par un tuyau, d'un liquide pesant d'un 
réservoir dans un autre y tous deux maintenus à un niveau 
constant. — Ce problème se présente fréquemment dans les 
questions d'établissement de fontaines publiques [Jig. io4). 

Fig. 104. 
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Nous supposerons que la section du tuyau est constante; 
ce tuyau joue, par rapport au réservoir d'amont A, le rôle 
d'un ajutage cylindrique, et il se produit au delà de la nais- 
sance a«6o une contraction suivie d'une perte de force vive 
qui réduira à 82 pour 100, comme nous l'avons vu plus haut, 
la vitesse calculée théoriquement. 

Soient 

H, H' les hauteurs des niveaux dans les réservoirs d'alimen- 
tation A et de réception B au-dessus des centres de gravité 
de la section du tuyau au départ et au débouché; 

po la pression atmosphérique; 

p la pression en ab mesurée immédiatement au delà de la 
contraction ; 

p' la pression au débouché a' 6'; 

V la vitesse dans le tuyau; 



nous aurons 



= 0,82 w 



2gïi-h2g 



(Po-P) 



II 
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OU 






D'autre part. 






d'où, en éliminant /7o> 



n ^s 

Désignons maintenant par j? et je les hauteurs du niveau de A 
au-dessus de B et du centre de gravité de ah au-dessus de 
celui de a'b\ et continuons à représenter par Ç la différence 
des hauteurs piézométriques en ah ei cd. 

Si nous ajoutons z aux deux membres de la formule précé- 
dente, on a 

p — p' V* V 

ç= ^ „^ -+-z = H — H'-hz— i,4'9 — =^ — 1,49 — î 

d*oi], en vertu de la relation (6), qui est évidemment appli- 
cable au cas actuel, 

^=^(«V-i-AV»)^i,49^- 

Si, comme on le fait d'habitude, on néglige le terme 

ï>49 — ' quî est ordinairement très-petit, on a Ç=:ar, et il 

suffit d'employer la formule (7 ), dans laquelle I désigne alors 
la pente par mètre courant calculée en raison de la différence 
des niveaux. 

Cette formule permet de déterminer D quand x est donné 
et inversement. 

284. Des emhranchements. — Les règles pratiques relatives 
à rétablissement des embranchements étant purement em> 
piriques et très-contestables, nous ne croyons pas devoir 
même les énoncer ici, et nous renverrons pour cet objet aux 
Ouvrages de Mécanique pratique et aux Aide-mémoire. 
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§ V. — De l'influence des coudes. 

285. Expériences de Dubuat. Formule d'interpolation de 
Navier. — Un coude vif dans un tuyau donne lieu à une perle 
de charge que l'on évaluera en faisant l'application du prin- 
cipe de Borda. Supposons, par exemple, que la section du 
tuyau, par suite la vitesse V du fluide, ne change pas au delà 
du coude, et soit a l'angle de ce coude; la vitesse perdue est 

aVcos-j 

2 

et la perte de charge correspondante 

— 4cos^-« 

Ainsi, si le coude est de 90 degrés, la perte de charge est 
double de la hauteur due à la vitesse; on voit aussi combien 
il est important d'éviter les coudes vifs et de n'employer, 
autant que possible,. que des coudes d'une très-grande ou- 
verture. 

Il semblerait, apriori, que les coudes, raccordant d'une ma- 
nière continue les deux branches d'un tuyau, ne devraient pas 
donner lieu à une perte de charge; néanmoins, quelques expé- 
riences de Dubuat ont démontré qu^il n'en est pas ainsi ; les ré- 
sultats qu'il a obtenus ont conduit Navier, pour représenter la 
perte de charge, à la formule d'interpolation suivante : 

V» c 

— (o,oo39-4-o,oi86R)^. 

dans laquelle R est le rayon de l'arc moyen du coude qui 
réunit les axes des deux branches du tuyau, c la longueur 
de cet arc. 

On a reconnu qu'un coude n'a aucune influence appréciable 
sur le* mouvement du liquide lorsque son rayon est au moins 
égal à dix fois le diamètre du tuyau. 

286. Essai sur la détermination de la perte de charge due 
aux coudes dans un tuyau circulaire. — Supposons que le 
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plan de la figure soit celui que déterminent )es axes F, E» 
F'E{fig. loSjdesbrsnciies reciilignes du tuyau par où le liquide 
arrive dans le coude et où il sort. 




Soient 
At Eu Bo, AEB les traces des sections de raccordement du coude 

avec les deux branches; 
leur intersection; 

R le rayon E,0 = EO de l'arc E,E du coude; 
V la vitesse moyenne dans les deux branches E,F„ EF-; 
r le rayon de la section du tuyau. 

Supposons que, à une certaine distance au delà de A.B, et 
en deçà de AB, le mouvement ait lieu par tranches normales 
à E, E, conformément à l'hypothèse que nous a^ ons faite" dès 
l'origine ; ces tranches se mouvront uniformémehi autour de 
l'axe avec une vitesse angulaire que nous désignerons 
par a. En appelant dix un élément d'une section ab du coude, 
déterminé par deux perpendiculaires au plan de la figure in- 
finiment voisines, x sa dislance au centre c de cette sec- 
lion, considérée comme positive ou négative selon qu'elle esl 
mesurée au delà ou en deçà de c, la vitesse dulluide dans doc 
esl [R +-x) dx, et l'on a, par suite de la permanence du mou- 
vement, 



""-'/'■ 



(R-f-j:)rfï=wR7rr' 
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ce qui exprime que la vitesse est la même que dans les bran- 
ches pour toute la portion de surface cylindrique doni la trace 
est EftcE. 

Mais, si tous les filets qui traversent ÂoEa passent de la vi- 
tesse V à une plus grande vitesse, il faut qu'un peu au delà il 
y ait une contraction. Au delà de EoBo il y a nécessairement 
une perte de force vive, puisque les filets passent de la vi- 
tesse V à une vitesse plus faible. Par des raisons analogues, 
au delà de AE et de EP il y a respectivement une perte de force 
vive et une contraction. 

On observe que les choses se passent à peu près de cette 
manière dans les coudes des cours d'eau, en remarquant que 
les atterrissements se forment principalement aux points où 
il y a des remous. 

La perte de force vive totale sera donc 
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de charge, 






V- 


4K^ 








V ydx 



Cette formule donne des valeurs plus faibles que celle de 
Navier; mais les résultats des expériences de Dubuat, qui ont 
servi à l'établir, sont contestables, attendu que ce physicien 
n'a opéré que sur des tubes très-courts, de sorte que le mou- 
vement régulier a pu fort bien ne pas être établi dans le 
coude, d'où a dû résulter une augmentation de perte de 
charge. 

• § VI. — Du mouvement permanent des liquides 

dans les canaux découverts. 

287. Correction relative à V hypothèse des tranches, — 
L'hypothèse des tranches, pour le mouvement de l'eau dans 
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un canal découvert, c'est-à-dire lorsque le courant est en 
contact avec Tatmosphère, n'est admissible (au point de vue 
de l'exactitude qu'on veut obtenir) qu'autant qu'on lui fait 
subir une certaine correction. 
Soient 

V la vitesse réelle du courant correspondant à un élément do^ 
de la section normale u à la direction des filets; 

V la vitesse moyenne relative à w, c'est-à-dire la vitesse con- 
stante qu'aurait le courant à travers cette section pour don- 
ner lieu au débit réel Q par seconde. 

On a, par hypothèse, 

»/ 
et, en posant 

{a) p =z\ -^ g^ 

cette relation se réduit à la suivante : 

[h) /sflfo) = o. 

La force vive du liquide qui traverse &) dans le temps infi- 
niment petit Q est 

mais, en vertu des relations (a) et (6), on a 

r^Vw = r(Y^-h3V»s-H3Vs^-4-s^)£f» = V^w^ Çg^[Zy -^t)df^ 

Or, les éléments de cette dernière intégrale étant tous positifs, 
on voit que 



/' 



ou que 

-^ / c^Vw > n — wô = n 
s J s 



s ' 
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en d'autres termes» la force vive du liquide est supérieure à 
celle qui résulterait de Thypothèse d'une vitesse uniforme 
dans toute la section considérée. 

Si donc on prend deux sections w, Wo du courant pour les- 
quelles les vitesses moyennes seraient V et V^, en supposant 
que, pour ces deux sections, on puisse admettre un même 
coefficient de correction a>i, l'accroissement de la demi- 
force vive dans le temps 6 de la masse de fluide primitivement 
limitée par &)o et ca sera 

anQe 



D'après Vauthier, on a 



(V^-VJ). 



a=i,o3 pour V=i,5o, 
a = i,io » V = o,a5. 



Des expériences plus récentes de M. Bazin, et qui ont le 
cachet d'une grande précision, ont conduit cet ingénieur à 

établir la relation 

/W \^ 



a — I -f- I 



formule dans laquelle W représente la vitesse à la surface; dans 

W 2 W ^ 

la limite des cas usuels où — - = ^j tf = i? ^^ trouve res- 

V J V o 

pectivement « = i, 27 et 1,10. On pourra toujours, sans erreur 
sensible, supposer constamment 

a = 1,10. 

288. Formule générale relative au mouvement d'un liquide 
pesant dans un canal. — Nous supposerons que les sections &) 
sont normales au lieu géométrique de leurs centres de gra- 
vité. Si cette ligne n'est pas comprise dans un plan vertical, 
layîg". 106 représentera le développement de la section faite 
par le cylindre vertical correspondant à cette même ligne. 

Soient 

Go, G les centres de gravité des sections w» et w représentées 
par Ao Bo, AB ; 
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1«, I les intersections des verticales de Go et G avec le plan 
horizontal mené en A«; 



Fig. 106. 



'oA, 



B 




H 



B 



K, H les intersections de GI avec le plan horizontal passant 

par G0 et avec le niveau; 
IH = 2 la dénivellation de Ào en À;] 
cr la portion mouillée du périmètre de &); 

— =R ce qu'on appelle, quoique à tort, le rayon moyen de 

cette section. 

En désignant par /?« la pression atmosphérique, les hauteurs 

d'eau dues aux pressions sur uo et ca, évaluées comme à Tétat 

statique, seront 

/^. + nG,Io /?,-f-nGH 



n 



n 



et Ton verrait, comme pour les tuyaux, en introduisant toute- 
fois le coefficient de correction a relatif à l'hypothèse des 
tranches, que l'on a 



jy'-yi) ^ Pa-^^^Jo-iPa-^^0^^ ■ GK 



^8 



n 



/;/(V)*. 



n/(V) étant la résistance due au frottement. 
En réduisant, on trouve 



(0 



a 



(V'-V2) 



^g 



-^-fmt 



D'après M. Bazin, on a 

(2) f{y] = b\\ 
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b étant un coefficient dépendant de la nature de la paroi et du 
rayon moyen de la section; ainsi Ton a 

b = — g ( iH — ~— ) pour des parois irès-unies, 

, lu / 0,07\ 

b = —^ ( 1 -h -g- j » peu unies, 

b = — : iH — ;-r— ) » en terre. 

I o* \ K / 

289. Condition nécessaire pour que le mouvement soit uni- 
forme, — On a ici, par hypothèse, V = Vo = const.; l'équa- 
tion (i) donne, par suite, 

(3) . z=ff(\)^, 

intégrale que Ton pourra toujours obtenir, au moins par ap- 
proximation. 
Lorsque la section est constante, il yient 

(4) ^-/{V)J, 

ou, en posant - =^ I, rapport que Ton appelle la pente ou dé- 

s 

clivité par mètre de longueur, 

(5) m=f{Y) = b\\ 

ce qui exprime la condition cherchée. 

290. Relation entre la vitesse moyenne et la vitesse à la 
surface, — En continuant à désigner respectivement par W et 
V la vitesse à la surface et la vitesse moyenne, on a, d'après 
M. Bazin, 

(6) W--V=i4v/RÏ; 

de sorte que, connaissant R et 1, et W étant déterminé au 
moyen du temps employé par un flotteur pour parcourir une 
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certaine longueur du cdnal, on peut calculer V et, par suite, 
le débit du courante 

291. Du mouvement varié. — Lorsque la condition (4) 
n*est pas satisfaite, le mouvement est varié, et il faut revenir 
à la formule fondamentale (i) qui donne, par la différentiatiôn, 

(7) . dz = o:l^-^y[\)ds. 

g K 

Nous allons maintenant considérer le cas spécial où le lit du 
cours d'eau a la forme d'un prisme à section rectangulaire. 
Soient (yîgf. 107) 

Fig. 107. 



m 
ni 



•"^A^ 




A'B' la section infiniment voisine de ÂB, ce qui suppose 

A = AB la profondeur du cours d'eau en A; 

/ la pente uniforme du fond BB', supposée assez petite pour 

qu'on puisse en négliger le carré; 
X la largeur du courant; 
met n les intersections avec A'B' de l'horizontale en A et de 

la parallèle au même point menée à BB'. 

On a 

dz 

k' n = dh, Mm = : =: dz, mn — ds sini = ids = k'm -h k' n. 

cosi 

d'où 

dz — ids — dh. 

D'autre part, la dépense, qui est censée connue, a pour ex- 
pression 

(8) 0=V^//, 

d'où 
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La formule ( 7 ) devient, par suite, 
expression dans laquelle on devra supposer 

de sorte qu'on aura une relation de la forme 

f étant une fonction du troisième degré de h, et Ton pourra 
effectuer Tintégration, à laquelle nous ne nous arrêterons pas, 
pour obtenir Téquation du profil du niveau. Nous nous bor- 
nerons à faire remarquer que le calcul se simplifie notable- 
ment lorsque la largeur X est assez grande par rapport à la 
profondeur h pour que Ton puisse supposer 

R = A. 

Nous allons maintenant discuter la formule (9). Quatre cas 
sont à distinguer : 

fO Pour une valeur déterminée de h, on a 

Le rapport -1- étant positif, h croît, V décroît, et, a for- 
tiori pour ces valeurs successives de A, les inégalités précé- 
dentes sont satisfaites. Or la première d'entre elles donne, en 
ayant égard aux relations (10), 
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qui exprime que h est supérieur à la racine posilive de celte 
inégalité transformée en équation, c'est-à-dire à la hauteur 
constante correspondant au mouvement uniforme; d'où il suit 
que, dans le cas actuel, le profil de la surface du liquide sera 
complètement situé au-dessus de la ligne relative au mouve- 
ment uniforme, et ira constamment eh s'élevant au-dessus de 
cette ligne. Les seconds termes du numérateur et du déno- 
minateur devenant de plus en plus petits, il arrivera un mo- 
ment 011 ils pourront être négligés, et l'on aura sensiblement 

dh 
ou 

dh — ids = — dz ~ o, 

c'est-à-dire que le niveau sera horizontal, ce qui devait être, 
puisque, la vitesse étant censée nulle, on rentre dans les con- 
ditions de réquilibre. 

Le profil du niveau sera donc continu et aura une asymptotfe 
horizontale. 

Les conditions (i i) seront le plus souvent remplies ; en effet, 
on en tire 

aV ai R 

R 

et, afortioriy comme -r < '» 

ou encore, en prenant les valeurs usuelles b ~o,ooo4, a =i, "o, 

I 7->I — 



gh o,o<y357 

Pour que le second membre de cette inégalité, par suite le 
premier, soit positif, il suffit que 

r<o, 00357, 

soit une pente de 3™, 57 par kilomètre, qui est rarement at- 
teinte par les cours d'eau non torrentiels. 



|0 
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3i9 



A décroîtra et V croîtra : la première inégalité sera toujours sa- 
tisfaite; mais le premier membre de la seconde allant toujours 
en décroissant, il arrivera que 



I — 



gh 



— o. 



On voit ainsi que le profil du niveau s'éloigne constamment 
de la droite correspondant au mouvement uniforme au-des- 
sous de laquelle il est entièrement situé, et que, pour une 
certaine valeur h! de A ou s* de j, la tangente est perpendicu- 
laire au fond du canal. 

Or, comme Thypothèse des tranches est incompatible avec 
cette dernière condition, il s'ensuit qu'à partir d'une valeur 
de s plus petite que ^ ou d'une .valeur de A plus grande que A', 
il doit y avoir discontinuité dans le mouvement, et, effective- 
ment, le liquide prend une forme arrondie et vient en tour- 
billonnant rencontrer la masse liquide d'aval, animée d'une 
moindre vitesse : c'est ce que l'on appelle un ressaut d'àbais* 
sèment (fig* io8). 

Fig. io8. 




3° 



R 



<o. 



A croît, V décroît : il arrivera donc un moment où l'une des 
égalités 
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sera satisfaite avant l'autre; si c'est la première, le profil res- 
tera continu, et sa tangente deviendra parallèle au fond dans 

If y 2 
une certaine section ao6« {Jig. 109); au delà, / =r- devenant 

positif, on rentrera dans le cas ci-après. 

Fig. 109. 




Si c'est la seconde égalité qui se trouve vérifiée la première, 
la tangente deviendrait normale au fond en un certain point 
du profil, ce qui est inadmissible pour les mêmes motifs que 
ceux que nous avons donnés un peu plus haut. 

Il y a effectivement, pour une valeur moindre de s, discon- 
tinuité dans le mouvement; la masse d'amont (*) vient heurter 
la masse d'aval, animée d'une moindre vitesse, en donnant 
lieu à des tourbillonnements, de sorte que le niveau éprouve 
une surélévation brusque. 

Il se produit ainsi ce qu'on appelle un ressaut d'élévation 
que nous étudierons plus loin. 

h décroît, V croît : le dénominateur d^ -j- sera toujours né- 
gatif; mais il arrivera un moment où le numérateur s'annu- 
lera, et alors la tangente au profil sera parallèle au fond dans 
la section ab {fig. 109); au delà, le numérateur devenant né- 
gatif, on rentrera dans le cas précédeiU. 



(*) V amont d'un cours d'eau par rapport à une «ection est la partie du lit 
par où Teau arrive dans la section; l'autre partie, où se rend l'eau qui tra- 
verse la section, est Vaval du cours d'eau. 
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292. Des ressauts d'élévation {Jig. iio)^ — Supposons que 
le fond du canal soit horizontal ou que i=:o; que AoB,, AB 
soient les sections qui précèdent et suivent immédiatement 
le ressaut; soit K Tintersection de la verticale de A, avec 
l'horizontale de A. 

Soient 

V«, V les vitesses dans ces sections; 
A«, h les profondeurs AoBo, ÀB. 

Fig. no. 

A 



» tj^^r^j^:^^ 



-.-^X 



yZ?77//7777r/T/777 /7//777T//T, 

Le frottement sur la faible longueur B« B étant négligeable, 
on trouve facilement, en suivant la marche indiquée au n"" 288» 
la relation' 

en remarquant que la perte de force vive doit être aussi 
affectée du coefficient de correction a. Or AoK= A--A«; il 
vient donc, en réduisant, 



mais ouja Sîifc^ V,Ao> par suite. 



7 







formi»leic(lui):e^jbtef applicable au cas où Téquation (g) cesse 
de rêlre, pui$qu.elle suppose -r^i o\x 

• • ï * I * 

— T^ > !• 

Oô^dédiilt^^déli^'^-^^^'-^l '"'^ '■•^ 



"• 



.ij>;'fV> <-■ /g' 
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Les ressauts se produisent dans bien des circonstances» no- 
tamment à I*amont d'un obstacle transversal placé dans le lit 
du courant remplissant certaines conditions» au delà du dé- 
bouché des vannes» etc. 

Soit H la hauteur due à la vitesse V»; la formule (3) peut 
s'écrire ainsi : 



a = 



aHA/ 



en l'appliquant aux résultats obtenus par M. Bazin» on trouve 

que 

Pour 3 observations, a est compris entre i,8o et a,oo 
Pour i5 » w i,6o et i,8o 

Pour 28 » » i,3o et i,5o 

Si Ton considère, comme le fait remarquer M. Bazin» qu'il 
est fort difficile d'apprécier le point où il convient de mesu- 
rer la hauteur A» en raison des mouvements tumultueux qui 
se produisent» on voit que» en admettant que a soit à peu près 
constant» on peut» avec une grande probabilité» supposer 

a :=r. 1,45. 

Mais cette valeur dépasse de beaucoup le maximum 1,27» 
que nous avons indiqué plus haut. Cela ne tiendrait-il pas à 
ce que les tourbillonnements déterminent des résistances tan- 
gentielles dont il nous paraît impossible de tenir compte? 
Dans ce cas, il conviendrait de remplacer dans le second 
membre de l'équation (i) a par p>> a, p dépendant de V. et 
peut-être d'autres éléments que nous ne pouvons apprécier 
dans l'état actuel des choses. 

293. Des pertes de force vive dues cr des élargissements 
brusques des sections des canaux. — Ces pertes de force vive 
s'évaluent de la même manière que dans le cas des tuyaux de 
conduite, par suite d'une extension du principe de Borda 
dont nous avons déjà fait une application dans la question 
des ressauts. 

Considérons, par exemple» ce qui se produit lors du passage 
de l'eau sous un pont d'une seule arche ou travée^ et dont les 
piles ont rétréci le lit du cours d'eau. 
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L'eau, en entrant sous l'arche, éprouve brusquement une 
contraction d'autant plus faible que l'ajutage formé par les 
piles est plus évasé, comme cela a lieu pour les ajutages 
complets; sous l'arche, l'eau prend une vitesse plus consi- 
dérable qu'en amont, d'où une dénivellation très-sensible; 
mais en arrivant en aval ou au débouché, la section venant 
à augmenter, la vitesse change brusquement : il résulte de 
là une perte de force vive, par suite une surélévation accom- 
pagnée de remous. 

Nous supposerons le lit horizontal et la section rectangu- 
laire. 

Soient 

Vo, V, V les vitesses de l'eau en amont du pont, près du 
débouché, et en aval au delà du remous, c'est-à-dire dès 
que le mouvement régulier s'est rétabli ; 

Xo la largeur du courant en amont et en aval ; 

X la largeus entre les piles; 

Ao, A, h' les profondeurs de l'eau correspondant aux vitesses 
Vo, V,V'. 

Nous aurons, en employant les mêmes raisonnements que 
plus haut, 

(l) < ■ 

f a ^ h — h — a • j 

^ étant un coefficient que nous distinguons de a, auquel il 
doit être un peu supérieur, pour tenir compte approximati- 
vement du frottement du liquide qui passe sous l'arche. 
La seconde de ces équations se réduit à 

il) — -~.h — h\ 

Le débit Q, qui est censé connu, nous donne d'ailleurs les 
trois autres relations 

(3) Q=V,^„\=VX/* = V7i'>/. 

Nous avons ainsi cinq équations qui permettront de déter- 

21 . 
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miner les inconnues V., V, V, A, A', el^ par suite, la dénivel- 
lation A« — h'. 

Par réiimination des vitesses, la première des équations ( i } 
et l'équation (2) deviennent 



(4) 



( po:/^_i î_\_A ^k 

\ a^ \h'\U \'h') ~ ' 



qui sont respectivement du troisième degré en h et h'^ et 
entre lesquelles il ne faut pas songer à éliminer h. 

Ce qu'on aura de mieux à faire dans chaque cas particulier 
sera de déduire la valeur numérique de h de la première des 
équations (4) et de la reporter dans la seconde, ce qui per- 
mettra alors de calculer h\ 



§ VII. — De la pression exercée par un fluide 
en mouvement sur un corps. ^' 

294. Pression d'une veine fluide sur un corps, — Une veine 
fluide exerce sur un corps (S), qu'elle vient à rencontrer, une 
pression normale à sa surface, que nous nous proposons de 
calculer, du moins dans les cas principaux où le problème 
proposé peut être complètement résolu. 

A quelque disiapce avant le point de rencontre avec le 
corps, la veine change de section et s'épanouit. 

Soient [fig. m) 

Fig. III. 




A, 6, une section normale &)a située très-peu au delà du point 
où l'épanouissement commence ; 
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IK la droite qui passe par les centres de gravité des sections 
normales à la direction des filets dans la partie de la veine 
non déformée, I étant son point de rencontre avec la 
surface de (S); 

N la réaction du corps sur la veine, égale et contraire à la 
pression cherchée; 

ao l'inclinaison de la direction de N sur IK. 

Généralement, à une certaine distance du point I, les ûlets 
fluides glissant sur le corps se meuvent, sur une étendue 
plus ou moins grande, par filets parallèles aux plans tangents 
correspondants ei il existe, par suite, une surface (AB, AB) 
normale à celle de (S), qui est constamment traversée' par les 
molécules fluides, qui se trouvaient antérieurement dans la 
section A, B». 

Soient 

d(ù un élément de cette surface; 

V la vitesse correspondante ; 

a son inclinaison sur la normale IH à la surface. 

Au bout du temps infiniment petit d, les molécules qui 
étaient primitivement en A«Bo, (AB, AB] viennent respective- 
ment en A'. B'., (A'B', A'B'). 

L'accroissement correspondant de la quantité de mouve- 
ment de la masse comprise entre Ao B», (AB, AB), en projection 
sur IH, est 

-VrfwGVcosa VjWjVjCOSaj 



/ 



g ^ • • • •' 



en remarquant que la quantité de mouvement de 

[a;b;,(ab,ab)] 

ne change pas. 

Il vient donc, d'après un principe connu, en remarquant 
que les seules forces dont nous ayons à tenir compte sont 
la pesanteur et la force N, 

nô /* nô 

— / V'cosacfo) w^V; cosa, = — Nô H- Pcosp.ô, 

8 J S 

P éuntle poids du volume liquide [A»B„ (AB, AB}] et p l'angle 
que form^IH avec la verticale. 
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On déduit de là» pour la pression cherchée, 

N = P cosp -+- - «,V; cosa^ / V cosa€/(w. 

Généralement on néglige, et avec raison, le terme P cos^, qui 
est relativement très-petit, de sorte qu'il vient tout simple- 
ment ' 

En négligeant ainsi la pesanteur, la force vive de AB, A' fi' 
est la même que celle de A«B#f A'^B'^, ce qui donne la rela- 
tion 

(a) yvv«=v>;; 

mais cette relation ne pourra servir à éliminer V dans N que 
dans le cas où Ton reconnaîtra à priori que cette vitesse est 
constante. 

Cas particuliers : 
1° Surface plane. — On a a == 90® et 

N= -WjVJcosot,. 

2" Surface convexe. — L'angle a étant plus petit que 90**, 
on voit que 

g ^ 

3** Surface concave. — Dans ce cas on a a > 90®, d'où 

N>-w,VJC0Sa„. 

Si, par exemple, la surface est une demi-sphère dont 
IK est Taxe de figure, il est clair que V est constant, et Ton a 

a :r:: iSo", a^, = O, 

d'où 

s 

mais on a aussi 
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et, d'après la formule (2), 

ce qui exige que 
et Ton a, par suite, 

8 

La pression est ainsi double de celle qui est exercée sur 
un plan. 

Quant au choc normal d'une veine fluide sur la partie con- 
vexe d'une sphère, il est impossible de l'évaluer, attendu que 
l'angle a n'est pas connu. 

On peut donc écrire, dans tous les cas, 

K étant un coefficient qui, dans certaines limites de la Vi- 
tesse Vo, ne dépend que de la forme de la surface et de 
l'angle a^. 

Ainsi : i^ la pression d'une veine fluide sur une surface 
plane est proportionnelle à la section de la veine, au carré de 
la vitesse et au cosinus de l'inclinaison de cette vitessç sur 
la normale; ^ 

2® Toutes choses égales d'ailleurs, selon que la veine fluide 
agit sur la concavité ou sur la convexité de la surface d'un 
corps, la pression est plus grande ou plus petite que dans le 
cas d'un plan. 

295. Pression d'une masse fluide en mouvement sur un 
corps immergé en repos. — Dubuat et plus tard Duchemin 
ont reconnu par expérience que lorsqu'un corps est immergé, 
à une profondeur suffisante, dans un liquide en mouvement, 
il n'exerce aucune influence sur la vitesse des filets fluides 
situés à une distance de la surface du corps supérieure à une 
certaine limite, qui dépend, en chaque point, de la forme de 
cette surface. 

On peut donc considérer le problème qui nous occupe 
comme se réduisant au cas où le courant serait limité par un 
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cylindre, dont la Torme de la section dépend de celle de la 
surface du corps et de sa position par rapport à la direction 
des filets. 
Soient (/g. lia) 




(A,B„AB} le cylindre au deli duquel le corps (S) n'a plus 

d'influence sur le mouvement du liquide; 
01. l'aire de la section droite du cylindre; 
V, la vitesse du courant; 
H l'aire de la projection du corps sur un plan perpendiculaire 

à la direction de la vitesse; 
A|B( une section du cylindre faite en amont de (S), avantque 

le mouvement du filet liquide ail été modifié par ce corps. 

Les filets, en rencontrant (S), s'infléchissent, la masse 
fluide glisse sur la surface sur une certaine étendue, puis elle 
éprouve en PQ une contraction due à la réduction de sa sec- 
tion. Si la dimension maximum du corps, dans le sens du 
mouvement, est suffisamment grande, il y a, au delà de la 
contraction, une perte de force vive, comme dans les ajutages 
cylindriques; puis le liquide se meut d'une manière régu- 
lière, en léchant la surface de (S) jusqu'en RS; les lileis se 
séparent alors du corps et viennent à l'aval produire des 
tourbillonnements, d'où une perte de force vive due à une 
augmentation brusque de section; et enfin le fluide reprend, 
à partir d'une certaine section AB, son mouvement régulier 
primitif'OU la vitesse V,. 

La contraction autour du corps sera constante, s'il est de 
révolution autour d'un axe dirigé dans le sens du courant; 
mais pour un corps de forme quelconque elle variera géné- 
ralement d'un point, à un autre. Nous admettrons toutefois 
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que, en toutes circonstances, les choses ont lieu comme dans 
le cas du solide de révolution ci-dessus, en attribuant aux coef- 
flcientsque nous avons à faire intervenir des valeurs choisies 
en conséquence. 
Soient 

V la vitesse dans la section PQ; 
m(uo — 0) l'aire de cette section; 

k — la perte de hauteur due aux tourbillonnements qui ont 

lieu au delà de cette section, comme pour les ajutages 
cylindriques; 

V la vitesse dans la section RS; 
m'[(ù9 — Q) l'aire de cette section; 

/?• et p les pressions en amont et en aval du corps. 

Nous aurons, d'après ce que nous venons de dire et le prin- 
cipe des forces vives, 

n -xg %g 

mais on a 

Q = V. », = VwK - û) = V'm'K - n),' 
d'où 

P,-p _y\<s k^x , r ^. ,T) 

II a^)m'(».-»)' L'«'(S-") 1\ 

La pression totale R = ( p, — p)Q. sera donc 
(i) . R = nn-^ 



XII t ^r__i ,T). 



Cas particuliers : 

I** Plaque très-mince perpendiculaire au courant [fig. ii3). 
— On a évidemment A* = o, m' ^=^m^ d'où 



(2) R = nûl^ 



^[4^"']'" 



D*après les expériences de Dubuat, on aurait 

V» 

R = i,86nn-i, 



330 DBUXIÈHB PARTIB. — CHAPITRB XIT. 

ce qui donne, en supposant m = 0,78, 

w„= 2,53n. 

Fîg. ii3. 




2*» Plaque très-mince oblique au courant. — Soit a l'angle 
dUnclinaison de la normale à la surface 0/ i il suffira de 
supposer û = 12'cosa^ dans la formule (i), en admettant, 

faute d'autres données, que ^ ^^^ même valeur que dans le 
cas précédent; on trouve ainsi 



(3) 



R = i,86nacosa— iî 



D'après les résultats de quelques expériences de Vince eiHut- 
ton, interpolés par Navier, cosa devrait être remplacé par 

3** Prisme à base carrée^ dont les arêtes sont dirigées dans le 
sens du courant, — En supposant que ce prisme ait une lon- 
gueur suffisante pour que les choses se passent ainsi que 
rindique la^g*. 1 14» autrement on rentrerait dans le cas d'une 
plaque^ on a m'=:=i. 

Fig. 114. 




Dubuat a été conduit à poser 



R = 1, 3411a -1^. 
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D*après le même physicien, lorsque la longueur du prisme di- 
minue, le coefficient numérique augmente, ce qui devait être, 
d'après les considérations exposées plus haut. 
Dans le cas d'un cubev(Dubuat), on a » 

V- 

296. De la résistance qu'éprouve un corps animé d'un 
mouvement translatoire pa^killèle à la direction des filets 
d'un liquide dans lequel il est immergé. — En supposant que 
Ton imprime au fluide et au corps (S) une vitesse égale et 
de sens contraire à celle de ce dernier ainsi ramené au repos, 
rien n'est changé dans l'état du système et l'on rentre dans 
les conditions que nous venons d'étudier; mais alors, dans la 
formule (i), Vo représente la vitesse relative de (S), par rap- 
port au fluide, c'est-à-dire la différence ou la somme des vi- 
tesses absolues, selon que le mouvement de (S) est de même 
sens que celui du fluide ou de sens contraire. Il en sera de 
même encore si l'on conçoit que l'on imprime à tout le sys- 
tème une vitesse égale et contraire à celle du. fluide : la diffé- 
rence des pressions, en amont et en aval, donnera lieu à une 
résistance au mouvement de (S) représentée par l'expression 
de R('). 

297. De l'influence des proues et des poupes sur la résis- 
tance qu'éprouve le mobile.— Si l'on se reporte à la^g*. 1 12 et 
aux raisonnements qui précèdent, on voit qu'on peut atté- 
nuer considérablement la résistance du fluide en faisant en 
sorte que l'avant de (S) soit muni d'une partie telle que ab 
(proue), et l'arrière d'une partie très-adoucie comme incli- 
naison et venant se terminer à zéro (poupe). 

En effet, on rendra ainsi à peu près nulles la contraction 
en PQ et la perte de force vive en aval de RS, ce qui explique 
la forme des bateaux rapides, quoique partiellement immer- 
gés, des poissons, etc. 



(*) Foir, pour plus de détails et Texposé des faits, V Introduction à la 
Mécanique industrielle de Poncelet, 
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298. Description sommaire des procédés le plus générale^ 
ment employés pour jauger les cours d'eau. — Nous avons 
déjà vu (274>, 290) comment on peut déterminer le débit d'un 
cours d'eau, c'est-à^lire en hlveX^ jaugeagCy par un déversoir 
ou au moyen d'un flotteur. Il nous reste maintenant à faire 
connaître les principaux procédés qui ont été employés pour 
arriver aux formules empiriques que nous avons données, et 
qui peuvent être d'une très-utile application dans certains cas 
qui peuvent se présenter dans, les applications et dont les 
hydrauliciens ne se sont pas occupés. 

Pour déterminer le débit d'un cours d'eau, il suffit de con- 
naître sa vitesse moyenne dans chacune des parties dans les- 
quelles on peut décomposer une section verticale perpendi- 
culaire à la direction des filets, chacune de ces parties étant 
suffisamment petite pour que la vitesse ne varie pas sensi- 
blement de l'un à l'autre de ses points. 

On voit ainsi que le tout se réduit à tendre un cordeau, por- 
tant des divisions en mètres et fractions de mètre, d'une rive 
à l'autre, et, au moyen d'appareils spéciaux, de déterminer 
pour chaque diyision la vitesse du courant à différentes pro- 
fondeurs. 

Nous allons maintenant faire connaître ceux de ces appa- 
reils qui sont les plus usités : 

i*» Tube de Pitot. — Cet instrument consiste en un tube 
coudé à angle droit, dont on dirige l'axe d'une branche dans 
un sens directement contraire à celui du courant. 

Soit h la hauteur du liquide dans la branche verticale au- 
dessus du niveau; d'après Dubuat, la vitesse V du courant est 
donnée par la formule 

^' = '''95^- 

2<> Tube de Dubuat. — Cet instrument diffère du précédent 
en ce que la branche horizontale est terminée par un cône ou 
entonnoir qui rend l'appareil plus sensible; la formule à em- 
ployer est la suivante : 

/< = i,5 — . 



K. 



HYDRAULIQUE. 333 

3*» Tube de Darcy et Baumgarten. — La grande difficulté 
qui se présente lorsqu'on fait usage des appareils précédents 
est de mesurer exactement la hauteur h. 

On révite en se servant d'un double tube (fig, 1 15) dont les 
branches A, B, recourbées horizontalement, se pig. ii5. 
raccordent à leur partie supérieure avec un 
tuyau d'aspiration C muni d'un robinet R; l'ex- 
trémité de A est ouverte, celle de B est fermée; 
mais à une très-faible distance de cette dernière 
on a pratiqué en dessous une ouverture D, de 
manière que l'eau, en s'élevant dans cette 
branche, n'y indique que la pression statique. 

En produisant une aspiration en C, le liquide 
s'élève dans A et B sans changer la différence 
primitive h des deux niveaux. On peut alors 
fermer le robinet R', placé au-dessus des coudes 
et correspondant aux deux branches, retirer l'ap- 
pareil du courant et mesurer très-exactement A. 

On tare l'appareil, c'est-à-dire qu'on détermine le coeffi- 
cient k de la formule 



B 



JH' 



i^R' 



^ 



D 



h = k 



^ff 



en déplaçant le tube avec une vitesse connue dans une pièce 
d'eau tranquille. 

4** Pendule hydrométrique. — Ce pendule se compose tout 
simplement d'un fil dont la masse est négligeable, terminé 
par une sphère qui, sous l'action de l'eau, donne lieu à un 
écart a que l'on peut observer. 

Soient 

P le poids de la boule; 

/ la longueur du fil mesuré à partir du centre de la sphère; 

KV* la pression du fluide sur cette sphère. 

On a, d'après le théorème des moments. 



KV'/cosa = P/sina, d*où V = /• y'tanga, 

k étant un coefficient numérique relatif à chaque appareil 
et que Ton déterminera par expérience. 
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• 5" Tachomètre de Brùnings. — Soit (Jig. ii6) AB un fléau 
Fig. ,16. de romaine dont le couteau est 

en C et dont le poids mobile 

A r i^ 'a|--| B est P. 

Un fll vertical fixé en B passe 

-— sur une poulie D et peut s'ac- 

^^^— cxE crocher à l'une des extrémités E 

^^■=^-' d'une 'tige horizontale guidée 



}=f 



ry/ r.////. ,.'/// /,///,//.!■/, /ly/,//.////'///// /, ^// 



en conséquence, et terminée , 
d'autre part, par une plaque 
verticale contre laquelle le courant agit perpendiculairement. 
Soient 

la pression exercée sur la plaque; 

a, b les distances horizontales de P et du point B au cou- 
teau C' 

é 

Lorsqu'on a placé P de manière à équilibrer la poussée du 
fluide, on a 

k étant un coefficient spécial à chaque appareil et qu'on dé- 
terminera par une ou plusieurs expériences, comme on l'a 
déjà dit plus haut. 

§ VIII. — Du mouvement permanent d* un fluide élastique. 

299. Nous nous occuperons d'abord de l'écoulement d'un 
fluide contenu dans un réservoir où la pression est main- 
tenue constante, dans un milieu où la pression est également 
constante, soit par un orifice en mince paroi, soit par un aju- 
tage assez court pour qu'on puisse négliger le frottement sur 
lequel nous reviendrons plus loin. Nous ferons abstraction 
de la pesanteur, dont l'influence sur le mouvement est relati- 
vement insensible par rapport à la charge, c'est-à-dire à la 
difi'érence des pressions extrêmes. 

En admettant qu'on ait attendu le temps voulu pour que le 
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mouvement soil devenu sensiblement permanent, la for- 
mule (A) du n»264., qui s'applique à un fluide quelconque, 
devient 

(B) Y^ = -.±. 

g n 

Nous supposerons que la matière des parois est peu per- 
méable à la chaleur, que la différence entre les températures 
du fluide et du milieu ambiant est très-faible, et enfin que 
la vitesse est assez grande pour que le fluide ne puisse éprou- 
ver, dans son mouvement, ni perte ni gain de chaleur. 

300. Cas d'un gaz permanent. — On a dans cette dernière 
hypothèse, comme nous le démontrerons en Thermodyna- 
mique, 






/>o» IIo étant la pression et le poids spécifique du gaz dans le 
réservoir, et y le rapport des chaleurs spécifiques, sous pres- 
sion constante et volume constant, égal à 1,419 pour l'air. 
La formule (B) devient, par Télimination de II, 

T 

d'où 



- -;, -^Sph - p-d , 



O " I — . — 



7 

équation dans laquelle nous considérerons Vo comme étant la 
vitesse dans le réservoir, et V, H, p comme se rapportant à 
l'orifice. 

Comme généralement la section du réservoir est assez 
grande, par rapport à celle (0 de l'orifice, pour qu'on puisse 
considérer V« comme insensible par rapport à V, on peut 
écrire simplement 



(2) V- 



^. 
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En désignant par Q le poids du fluide débité par seconde et 
par fx un coefficient de dépense dû aux mêmes causes que 
celui des liquides, on a 



Q = ^vn = p« vn. (^y ; 



d'où 



(3) 



- ^ \/ B<^Â- (^fl 



Lorsque les pressions extrêmes ne sont pas très-différentes 
Tune de l'autre, on peut développer -^ =: i — £^ — £- suivant 

les puissances ascendantes de — — —> et, en ne conservant 
que la première puissance de ce rapport, on trouve 



-V 






formules qui ne sont autre chose que celles qui sont rela- 
tives à l'écoulement d'un fluide incompressible dont le poids 
spéciQque serait Ho. 

En appliquant la formule (3) aux résultats des expériences 
de M. Weisbach, après les corrections que leur a fait subir 
M. Grashof, on trouve pour fx les valeurs suivantes : 

I** Ajutage ayant la forme du jet contractéj ayant lo milli- 
mètres de longueur. 

On a 

P = 0,981, 

pour une charge fo — p correspondant à une colonne de 
mercure variant entre 180 et 85o millimètres. 

tP Orifices circulaires en mince paroi, de 10 à 24 milli- 
mètres de diamètre. 
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Pour une charge de 5o à 85o millimètres, on a 

fx= 0,555 à 0,795, 

le coefficient [i augmentant ainsi avec la charge. 

3* Jjutages cylindriques très-courts^ de lo à 24 millimètres, 
dans les même limites de charge que ci-dessus : 

ft= 0,787 à 0,889. 

Ces diverses valeurs de fi diffèrent peu de celles qu'on a 
trouvées pour l'écoulement de l'eau dans les mêmes circon- 
stances, comme l'avaient déjà fait remarquer d'Aubuisson et 
Poncelet, à la suite de quelques expériences faites dans le cas 
de faibles charges. 

301. Écoulement des vapeurs saturées. ^ Les considéra* 
tions précédentes ne s'appliquent pas aux vapeurs saturées, 
qui se condensent partiellement en se détendant; nous nous 
bornerons ici à donner les formules empiriques que nous 
avons déduites d'expériences sur la vapeur d'eau, faites en 
commun avec M. Hinary, en nous réservant de revenir sur 
cette question dans la Thermodynamique. 

L'écoulement ayant lieu dans l'air, désignons par n, la pres- 
sion ft exprimée en atmosphères ; on a 



^ /io333(/i, — i)n. 

^""V — ? — 






(f étant un coefOcient dépendant de /i« et de ta nature de 
l'orifice. 

Orifice en mince paroi : 

f = 2,3710g «,-*- 0,904, 

le signe log étant relatif aux logarithmes ordinaires. 
Orifice conique : 

f = a,3log/?o-Ho,59i. 

Orifice rentrant : 

f = o,34/>o -+- 1,00. 
II. 22 
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302. Du frottement des gaz dans les tuyaux, — Soît o- le 
périmètre de la section (ù du tuyau où la densité du gaz est H. 
On a été conduit à représenter le frottement sur la lon- 
gueur ds par la formule 

h étant un coefGcient numérique que» d'après Poncelet, il 
convient de prendre égal à 

o,oo3i5. 

On reconnaîtra sans peine que la modification qu'on doit 
faire subir à l'équation (i), pour tenir compte du frottement, 
consiste à introduire dans le second membre le terme 

— 6(7 — dsy de sorte qu'il vient 

ût) 



(4) 


•■"■-' iti;. 


Or on a ' 






Q - w Vn - 



..va.(£) 



T 
9 



d'où 



£n portant cette valeur dans la formule (4)» nous aurons 
une équation différentielle en j9 et « qui, intégrée, permettra 
de déterminer Q, connaissant les pressions aux deux extré- 
mités du tuyau. 

Nous terminerons en faisant remarquer que, dans la plupart 

des cas, le rapport — — - est assez petit pour qu'on puisse 

appliquer au mouvement d'un gaz dans un tuyau les formules 
établies pour les liquides. 
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THERMODYNAMIQUE. 



§ I. — Généralitét. 

1. Od donne le nom de Thermodynamique à Tétude de la 
chaleur considérée comme source de production du travail 
mécanique. 

Cette théorie repose sur les principes suivants : 

Pbehier principe de s. Carnot. — On peut produire du 
travail en transportant de la chaleur d'un corps chaud à un 
corps froid f etf réciproquement, on peut , par un travail, 
déterminer un transport de chaleur d'un corps à un autre* 

Ainsi, dans une machine à vapeur, la chaleur produite par 
le combustible transforme l'eau en vapeur, qui passe dans le 
cylindre où 6lle exerce son action, puis dans l'atmosphère ou 
dans le condenseur où elle se liquéfie, en cédant ainsi sa 
chaleur à des corps extérieurs. 

Principe de Meyer. — Quand un travail est produit par la 
chaleur, il y a une consommation de chaleur proportionnelle 
à ce travail et réciproquement cette chaleur peut être repro- 
duite au moyen d*un travail équivalent au précédent. 

L'exactitude de ce principe a été justifiée par un grand 
nombre d'expériences, pour la description desquelles nous 
renverrons aux Traités de Physique; nous nous bornerons ici 
à rappeler les résultats suivants, obtenus par M. Joule et con- 
firmés par M. Regnault. 

i^ Si l'on met en communication deux récipients identiques 

plongés dans l'eau, l'un vide et l'autre rempli d'air à 22 at- 

-mosphères, dès que les tourbillonnements ont disparu, on 

remarque que la pression est descendue à 11 atmosphères et 

que la température est restée constante. 

22. 
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a^ Si Tafr, au lieu de se rendre dans le ballon vide, se rend 
sous un piston ou une cloche remplie d'eau» on observe un 
abaissement de température. 

Dans le premier cas, le gaz n'éprouve pas de perte de cha- 
leur, mais il n'y a pas production de travail ; dans le second, 
il y a perte de chaleur et production de travail. D'où Ton con- 
clut que la dilatation d'un gaz n'absorbe de la chaleur qu'au- 
tant qu'elle est accompagnée de production d'un travail. 

Sbgond principe de Caenot. -^ Si le transport de la chaleur 
d'une source à une autre, pendant un temps déterminé, est 
effectué de manière que l'état physique de l'agent qui transe- 
porte la chaleur n*ait pas changé, le rapport des quantités de 
chaleur, respectivement empruntées à la première source 
et reçue par la seconde, est indépendant de la nature de l 'ar- 
gent et ne dépend que des températures des deux sources. 

On peut justifier ce principe ainsi qu'il suit : supposons 
que, pour produire un même travail T, il faille transporter 
deux quantités de chaleur différentes Q, Q', d'une source (A) 
à une source (A') ayant une température moins élevée,, 
lorsque l'on emploie deux véhicules différents (C), (C); 
admettons que Q' soit plus grand que Q. En transportant Q 
de (A) à (A'), à l'aide de (C), puis Q' de (A') en (A), à l'aide 
de (C), les travaux seront exactement compensés et il en 
sera de même de la chaleur consommée dans la première 
opération et créée dans la seconde; il résulterait de là que la 
source à la température la plus élevée aurait reçu la quantité 
de chaleur Q' — Q de l'autre source, ce qui est impossible, 
car la chaleur tend à passer naturellement des corps les plus 
chauds dans les corps les plus froids. 

On ne peut donc pas supposer que Q et Q' soient différents, 
ce qui établit le principe énoncé. 

§ II. — Formules fondamentales. 

3. Préliminaires. — Notations. — Considérons un système 
matériel, solide, liquide ou gazeux occupant, sous l'unité de 
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poids» le volume c à la température t, sous la pression p, 
et soit Q la quantité de chaleur quMI renferme. 

Il est clair que l'on pourra modifier la valeur de Tune quel- 
conque des trois quantités v, p, t et, par suite» celle de Q, en 
faisant varier les deux autres suivant une loi déterminée. 

Supposons que v ei p soient les variables et qu'elles repré- 
sentent l'abscisse a et l'ordonnée ma d'un point m {Jig. 117). 
Si /i et (/ augmentent respectivement de dp et dv, on obtiendra 
un autre point m% infiniment voisin du premier; la quantité de 
chaleur se trouvera augmentée de dQ et, pour abréger le lan- 
gage, nous pourrons dire que dQ esiV accroissement élémen- 
taire de la chqleury estimé suivant la direction mm* ; dQ dépen- 
dra de la nature du lieu géométrique des points m, m\ qui 
sera déterminé par une hypothèse, au moyen d'une équation 
de la forme /i ^/(i'). 

Soient c, c' les chaleurs spécifiques du corps sous pression 
constante et sous volume constant, correspondant au point m ; 
idv la chaleur qu'il faut donner au corps pour que, la tempé- 
rature restant constante, le volume augmente de dv, ou ce que 
nous appellerons la chaleur latente de dilatation élémentaire, 
en conservant à / le nom de chaleur latente. 

Pour arriver à l'état du corps infiniment voisin du pre-r 
mier, on peut supposer que, le volume restant d'abord con- 
stant, on augmente la pression de dp= mn, ce qui donne, 
pour la chaleur correspondante, 

Fig. 117. 




c' ^~ dp; puis que le volume augmente de dvz=nm', p res- 
tant constant, d'où résulte un autre accroissement de chaleur 
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c-rdv' on a ainsi la formule 

qui exprime que l'augmentation élémentaire de chaleur, esti- 
mée suivant mm', est égale à la somme des accroissements 
calorifiques élémentaires» estimés respectivement suivant les 
deux composantes géométriques mn, nm' de l'élément mm' . 
Or on a 

■ dt , dt , 

dt 

d'où, par l'élimination de -j-dp, 

[b)' rfQ = c'dt -+- (c - c') !^du. 

Désignons par |3 le coefQcientde dilatation cubique du corps : 
on a, p restant constant, 

pc»rf/i= dv, 

par suite 

dt I 





.dv~ ^v' 


et enfin 




(0 


dQ^c'dt-'^^-^L^dv, 



équation dans laquelle nous considérerons dorénavant i' et / 

comme variables indépendantes. 

Au lieu d'opérer comme nous venons de le faire, on peut 

supposer que l'on augmente de dt ]a température du corps 

sous volume constant, en lui donnant la quantité de cha- 

'dp 
leur c'dt; la pression s'accroîtra AQ'-tj dt = mq; puis que, en 

maintenant la température constante, on augmente le volume 
de dVf moyennant une dépense de chaleur égale à Idu. 11 vient 
ainsi 

(a) ilQ — c'dt-hldVj 
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équation évidente au point de vue analytique, puisque & eil 
sont les dérivées partielles de Q par rapport à / et à c 

3. Expression de la chaleur latente de dilatation. — De la 
comparaison entre les formules (i) et (a) on déduit cette re- 
lation remarquable « 

(3) /-^ 



pp 

4. Expression due à Clapeyron, du transport de la chaleur 
dans le cas où le véhicule ne change pas d'état physique pen- 
dant les opérations auxquelles il est soumis, — On comprime 
i;n corps qui est à la température t, de manière à l'amener à 
la température t -^ dtei soit mr [fig. 1 17 ) la courbe qui repré- 
sente la loi des pressions dans cette opération ; puis on le laisse 
se dilater, en conservant sa température, de manière à arriver 
au point m'y ce qui exige qu'une source de chaleur (A), à la 
température t-hdt, lui donne la quantité de chaleur Idv, dv 
étant l'augmentation de volume de r en m'. Si maintenant, 
sans lui donner de chaleur extérieure, on le dilate de manière 
à le ramener à t°y on aura une courbe telle que mr', et l'on 
reviendra au point m au moyen d'une compression sous tem- 
pérature constante, qui aura pour effet de faire absorber à 
une source calorifique (A') k f" la quantité de chaleur em- 
pruntée à (A) dans la première partie de l'opération. Le 
corps étant revenu à son état primitif et les molécules ayant 
repris leurs mêmes positions relatives, le travail moléculaire 
total est nul. 

Dags le parcours mr, on a dû dépenser un travail extérieur 
mesuré par l'aire limitée par cet élément, les ordonnées de 
ses extrémités et l'axe des abscisses ; de r en m', 11 s'est, au 
contraire, produit un travail que l'on mesurera de la même 
façon; il en est de même de m' en r'; mais de r' en m on a 
dépensé un travail extérie^ur. La somme des travaux intermé* 
diaires, diminuée de celle des travaux extrêmes, est donc me- 
surée par Taire mrm* r*y qui représente ainsi le travail produit 
par l'emprunt de la quantité de chaleur Idv à la source (A) 
transportée partiellement à la source (A'). 



344 noisilaii paetib. 

Soient Sf s' les points d'intersection de la direction de mr' 
avec les ordonnées de m et m'; Taire élémentaire rmmW 
peut être considérée comme un parallélogramme qui est» par 
suite» équivalente rsm's'y doqt la mesure est rs.dv; et, 
comme rs représente la différence des pressions sous le même 
volume, aux températures i-hdt eit degrés, on a 

lit ' 
et, par suite, pour le travail produit, 

lit ' 

son rapport à la quantité de chaleur empruntée Idç est 

l dt ' 

et ne doit dépendre que de la température t. On pourra donc 
poser 

(4) f=.K 

\k étant une fonction de la température /, indépendante de 
la nature du véhicule employé. 

5. Perle de chaleur correspondant à un circuit rectangu- 
laire élémentaire.— Supposons, comme nous Pavons déjà fait 
plus haut, que, pour aller du point m au point m', on au|:- 
mente de dt la température du corps sans changement de vo- 
lume, l'augmentation correspondante de la pression étant mj ; 
puis que, la température restant constante, on augmente le 
volume de dv. 

La quantité de chaleur acquise de m en g est c/cf/; au point 

q la chaleur latente / est devenue ' + ^ ^^ ^t, par conséquent, 

pour aller de q en m', il faut encore donner au corps la cha- 
leur 
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soit en tout 

dl 
ia\ c'dt -h Idv H dv de. 

^ ' ai 

Au lieu de suivre le contour mqm', on aurait pu suivre le 
contour mq'm\ mq* correspondant à l'augmentation dv du vo- 
lume à la température constante / et q'm' à réchauffement dt 
sous volume constant. 

En q' la chaleur spécifique sous volume constant étant 
df/ 
c' + 77* ^^9 1^ quantité de chaleur donnée au corps est 

{b) Idi -h (c'de -f- ^ dp\ de. 

Supposons maintenant que l'état calorifique du corps soit 
obtenu en suivant le premier contour mqm*, puis qu'on le 
ramène à Tétat initial en suivant le contour m' q'm : il est 
clair qu'il se dégagera dans la seconde partie de l'opération 
une quantité de chaleur égale à celle qu'il aurait gagnée en 
allant de m vers m' et représentée par l'expression {b). 

L'étal calorifique du corps étant redevenu le même qu'au 
point de départ, la différence des expressions (a) et ( &) ou 

/ X /dl dc'\ ^ ^ 

représente une quantité de chaleur qui a dû disparaître pour se 

transformer en travail, et qui ne peut pas être nulle d'après le 

principe de Meyer, ce qui aurait lieu cependant si dQ était une 

dO 
différentielle exacte de v et de /, puisque l'on aurait / = -j- » 

c' = --— • Il suit de là que la quaniité de chaleur Q ne peut 

pas s* exprimer par une fonction de i et de v, et qu'elle 
ne s'obtiendra dans chaque cas particulier qu'en tenant 
compte de la relation entre la température et le volume qui 
le caractérise. 

On reconnaît, par un raisonnement identique à celui du 
n*^ 4, que l'on a développé dans l'opération précédente un 
travail représenté par l'aire mqm'q'; la base mq de ce parallé- 
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logramme élémentaire étant -^ dt et sa hauteur dv, il vient 

at 

pour sa surface 

dt 

6. Formules de M. Clausius. — D'après le principe de 
Meyer, le rapport de ce travail à l'expression (c) est égal à 
une constante A que Ton désigne sous le nom d'équivalent 
mécanique de la chaleur. On a donc la formule fondamentale 

... M de* _ i dp 

^ ' di'^'dii " Hdt' 

On tire de là, en désignant par f{v) une fonction arbitraire 
de i', 

par suite 

— dt '^f[i')dv -H ^ pdi\ 

OU 

dQ = d I c'dt '^f(tf)dv -h ~ pdv. 

Si donc on pose 

u= fc'dt-h Çf{v)dv; 

il vient 

(6) €/Q=-</tt-f i Ç pdv. 

Telle est la forme sous laquelle M. Clausius donne la diffé- 
rentielle totale de la chaleur; mais il nous sera plus com- 
mode de récrire comme il suit. Posons 

noas aurons 

(7) rfQ = c'rf/-^l(s+/>)rf^, 
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avec la condition 

. . de' i dz 

f^' 'd.^'kdi' 

La chaleur latente a ainsi pour valeur 

Si le corps change brusquement d'état pour certaines va- 
leurs de Vy ty p, la formule (7) ne doit s'appliquer que dans 
chacun des intervalles déterminés par ces valeurs. 

7. Signification de la fonction z, — Considérations géné- 
rales sur la constitution des corps, — Dans la formule (7), 
c'dt représente l'accroissement élémentaire de la quantité 
de chaleur sensible, puisque cette quantité se rapporte au 
cas où, le volume restant constant, il n'y aurait pas de pro- 
duction de travail intérieur ou extérieur; -r [z-^ p)dv est, 

par suite, l'accroissement de ce que l'on appelle en Physique 
la chaleur latente proprement dite, et dont la chaleur latente 
de dilatation / est la dérivée partielle par rapport au volume; 
par suite, zdv est le travail élémentaire dû aux attractions mo- 
léculaires. 

Si l'on augmente graduellement la température d'un corps so- 
lide, il finira par prendre l'état liquide; mais, comme nous l'a- 
vons déjà fait remarquer, ce passage n'est brusque que pour 
certaines substances, telles que la glace, tandis que pour la plu- 
part des métaux on passe par tous les états pâteux intermé- 
diaires, en même temps que la chaleur totale du corps croît 
d'une manière continue. 

La dénomination de chaleur latente de fusioru n'est donc 
qu'une manière de s'exprimer pour les corps dans lesquels la 
période de l'état pâteux est trop courte ou trop instable pour 
qu'elle soit accessible à l'observation. Dans les liquides les 
forces attractives ont encore une énergie trop considérable 
pour qu'on puisse en négliger les effets; car on sait qu'il faut 
pour désagréger complètement un liquide, ou le transformer 
en vapeur, une quantité considérable de chaleur, appelée 
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chaleur latente de volatilisation et qui est proportionnelle 
au travail mécanique vaincu. 

Dans les gaz, les attractions moléculaires sont nulles ou né- 
gligeables, et c'est pourquoi, dans l'expérience de M. Joule 
citée plus haut, la température n'a pas baissé d'une manière 
appréciable, quoique les dislances intermoléculaires aient aug- 
mente notablement. 

8. La chaleur spécifique, sous volume constant, d^un corps 
homogène dont l'état physique est stable, ne dépend que de 
la température, — Cette proposition est évidente, en considé- 
rant la chaleur sensible comme le résultat d'un mouvement 
vibratoire ; mais elle est aussi une conséquence de la for- 

dc' 
mule (8) qui donne -?- =o, en remarquant que les attrac- 
tions moléculaires ne sont fonctions que des distances des mo- 
lécules dont les accroissements sont proportionnels à ceux 
du volume, puisque, d'après l'hypothèse faîte sur la nature 
du corps» zdv ovL z ne peut dépendre que de c^, 

9. De réchauffement d'un corps solide homogène. — La 
quantité de chaleur nécessaire pour élever de dt la tempé- 
rature / d'un kilogramme du corps, sous la pression atmosphé- 
rique p, étant cdt, il vient 

ccU = c*dt -+- ^—~ du, 

A 

Soient 

IIo le poids spécifique du corps à zéro ; 

(3 son coefficient de dilatation cubique mesuré à partir de 

zéro, dont nous négligerons les faibles variations dépendant 

de /. 

Nous aurons 

p = il- , dv =^^ dt. 

Le coefficient d'élasticité E d'un solide varie très-peu avec la 
température, tant que le corps ne change pas d'état comme 
nous l'admettons, de sorte que» d'après le n*" 177, en suppo- 
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saDt d==^> le travail moléculaire développé en portant la 
température de zéro à f est 

expression dont la différentielle est égale kzdv; il vient donc 

P 



;[eP''(|-pO"^] 



10. Relations entre les différents éléments calorifiques d'un 
corps, quelle qu*en soit la nature, — Si Ton groupe les for- 
mules obtenues plus haut, en conservant leurs numéros, on a 

L'élimination de / entre les équations (3) et (4) et entre 
(4) et (5) conduit aux formules suivantes : 

(10) 



c-c' 

t 


8p 


dt^ 


) 


fA dt 
dt 


I dp 
A di 


-, " 


de* 
d^' 



La première nous donne une relation entre les deux cha- 
leurs spécifiques; la seconde nous fournira par une intégra- 
tion, lorsque nous aurons déterminé la fonction fx, la loi de la 
chaleur spécifique sous volume constant lorsqu'on fait varier 
le volume. 

On a aussi (6) 

et pour les gaz, où z est négligeable, 

/ ^ X . c— c' . , A dp 

(.3) p=X-j-=At=j£> 
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Dans le cas général où le corps ne peut pas éprouver, dans 

des limites déterminées, de modifications dans sa constitution 

dd 
physique, on a -r- = o, et l'équation (ii) devient 



dv 



£/- 



I dp 

l*. dt \ dp ^ 



(il') -— -.-f-=o, 

^ ' dt X dt ^ 

qui donne la loi de variation de la pression avec la température. 

11. De la chaleur considérée comme le résultat de mouve- 
ments vibratoires. — On admet maintenant d'une manière gé- 
nérale, en partant de l'identité dé certains phénomènes relatifs 
à la lumière et à la chaleur, que nos sensations dues à la cha- 
leur proviennent de mouvements très-rapides des molécules 
des corps par rapport à leurs positions moyennes. La quantité 
de chaleur sensible peut, par suite, être considérée comme 
étant proportionnelle à la demi-force vive moyenne due aux 
mouvements vibratoires. 

La chaleur, étant ainsi l'équivalent d'un travail, doit donc 
se transmettre ou se communiquer d'un corps à un autre, par 
le simple contact ou par l'intermédiaire d'un autre corps. Pour 
expliquer la transmission d'un corps à un autre, situés tous 
deux dans le vide, il suffit d'admettre que le mouvement vi- 
bratoire soit commun aux molécules du premier corps et à 
celles de Téther qu'on suppose exister partout. 

Les amplitudes des vibrations calorifiques étant supposées 
très-petites par rapport à la distance des positions moyennes 
de deux molécules consécutives, les attractions moléculaires 
peuvent être considérées comme ayant lieu entre les molé- 
cules dans leurs positions moyennes, comme si elles ne vi- 
braient pas. 

Cette nouvelle manière de définir la chaleur rend évident 
l'énoncé du principe de Meyer; en effet, l'équation (7), mise 
sous la forme 

, kdQ = kddt •+- zdç -h pdVf 

n'est autre chose qu'une conséquence du principe des forces 
vives; car elle exprime que la demi-force vive calorifique A c/Q, 
communiquée par une source de chaleur à un corps, produit 
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dans ce dernier une demi*force vive vibratoire de même na« 
lure kc'dt^ Texcédanl élanl employé à vaincre les travaux ré- 
sistants —^rfv et —/?(/<'. 

12. Formule de M, Y. Fillarceau. -— Considérons sous 
Tunité de poids un corps homogène dont la température est 
la même dans toutes ses parties, et qui n'est soumis qu'à l'ac- 
tion d'une pression p uniformément répartie sur sa surface. 

Soient 

(/son volume; 

r la distance de deux molécules m, m' ; 
mmf f[r) leur action mutuelle; 

^ la distance de m à l'origine des coordonnées et V la vitesse 
de son mouvement vibratoire calorifique. 

Nous désignerons le temps par r, pour le distinguer de la 
température, que nous continuerons à représenter par /• 

On a, d'après le xV" 59 de la deuxième Partie (jt. I, p. 255), 
aux notations près, 

2 4 i/r-* 2 «^ ^ ' 2 '^ 

La densité du corps étant, par hypothèse, constante dans 
toute l'étendue de sa masse, une portion très-petite de v ren- 
fermera toujours la même quantité de matière^ de sorte que 
2mt' peut èire considéré comme étant sensiblement constant. 
On a donc 

Supposons que, le volume (^ restant constant, on augmente 
de rfQ = c^dt la quantité de chaleur contenue dans le corps; 
r reste constant, et l'équation précédente donne 

or on a aussi 

d'où, par l'élimination de la force vive> 

(i4) \vdp=:kç'dt, 



35a TEOUItMB FAITII. 

relation remarquable, dont nous ferons plus loin une appli' 
cation intéressante. 



§ III. ~ Théorie des gaz permanents. 

13. Application de la formule de Clapejrron. — Soient 

Pê la pression atmosphérique; 

n« le poids spéciGque d'un gaz sous cette pression à la tempé- 
rature zéro; 
a le coefficient de dilatation des gaz. 

On a 
d'où 
La formule (4) donne par suite 

/ — î?2 — i ^P — />!« I 

^ dv ~~ ^ dt ~~ n,p fA 

d'où 

F(0 étant une fonction arbitraire de la température /. 

Si l'on remplace v par sa valeur déduite de l'équation (i5)» 
on trouve que Q peut se mettre sous la forme 



« = ^ [/(')- i loghyp./.] , 



f(t) étant une autre fonction arbitraire de la température. 

Si, sans changer de température, on fait varier le volume du 
gaz, et si l'on désigne par Q., Vx, px les valeurs initiales de Q, 
Vy Pt on obtient 

(.6) Q-Q.= g^,oghyp.£i = §^loghyp.^. 

Le coefficient fx étant le même pour tous les gaz, on déduit 
de cette équation les conséquences suivantes : 
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i^ De& volumes égaux de tous les fluides élastiques pris à 
la même température, étant comprimés ou dilatés d*une même 
fraction de leur volume, dégagent ou absorbent la même quan- 
tité de chaleur absolue, (Vérification d'une loi découverie 
expérimentalement par Dulong.) 

2® Les quantités de chaleur absorbées ou dégagées par un 
gaz sont en progression arithmétique si les accroissements ou 
réductions de volume sont en progression géométrique, 

3° Des volumes égaux de tous les gaz pris à la même tem-- 
pérature, étant comprimés ou dilatés d'une même fraction de 
leur volume, dégagent ou absorbent des quantités de chaleur 
inversement proportionnelles à leurs poids spécifiques détermi- 
nés à la température zéro et sous la pression atmosphérique, 

14. application du principe de Meyer, -— L'équation (i5) 
donnant, en supposant p constant, 

dt " \ p' 
l'équation (i) devient 

(17) dQ = c'dt + ^f^ ^,pdi^, 

ce qui met en évidence la quantité de chaleur correspondant 
au travail extérieur pdv.On a donc 

(18) (c-c')iïî- = i. 

15. Loi des chaleurs spécifiques. — ■ Si l'on remarque que 
c'IIt est la chaleur spécifique sous volume constant rapportée 
au volume» on voit que : 

Le rapport des chaleurs spécifiques sous pression constante 
et sous volume constant, diminué de l'unité, varie en raison 
inverse de la chaleur spécifique sous volume constant rapportée 
au volume. 

D'après les expériences de M. Regnault» la chaleur spéci- 
fique d'un gaz sous pression constante est indépendante de la 
pression; elle est indépendante de la température pour Tair 
et probablement pour tous les gaz qui suivent la loi de ]Ua- 
II. ^3 



354 TROISlfiHE PARTIE. 

riotte, ou dont Tétat physique est suffisamment éloigné du 
point de saturation. Il y a Heu de supposer également que 
ceux dont la compressibilité suit une loi plus rapide se con- 
duiraient comme l'acide carbonique, et qu'ils auraient des 
chaleurs spécifiques plus faibles à mesure qu'ils s'éloigne- 
raient de leur point de condensation. 

Il parait résulter de ce qui précède que les chaleurs spéci- 
fiques sous volume constant sont indépendantes de la tempé- 
rature et de la pression, ce que Welter et Gay-Lussac ont dé- 
montré expérimentalement pour l'air. 

16. Faleur de l'équivalent mécanique de la chaleur ^ déduite 
de la chaleur spécifique des gaz. — On a «pour l'air, sous la 
pression d'une atmosphère, /?o = io333^«à la température o, 

a = 0,00867, j 

llj = 1 ,298187, A (Regnault.) 

c =0,2877, ) 

- =1,419; (Masson.) 

d'où, en vertu de la formule (18 J, 

A = 4^4 kilogrammètres. 

17. Chaleur spécifique des gaz sous volume constant. — De 
la même formule on tire 

(19) 



c 


l 


c' 

I- 


A n^c 



et l'on pourra facilement calculer la chaleur spécifique sous 
volume constant lorsqu'on aura obtenu par l'expérience la 
chaleur spécifique sous pression constante. 
Pour la vapeur d'eau éloignée du point de saturation, on a 

e =0,475, ) ,^ 

. « n : (Regnault. 

1X0 = 1,293187x0,62, ) 

et, si l'on suppose A = 4^4» on trouve 

-, = 1 , 82 . 
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18. Détermination de la fonction |ut. — L'équation (i5) 
nous a donné 

d'où 



dt n, p' 



l dp a 

pdï'~ I -t- a£ 

Cette valeur, portée dans l'équation (i3), conduit k l'ex- 
pression 

(20} u = • 

19. De la dilatation d^un gaz dont la quantité de chaleur 
reste constante, — Travail produit par la détente. — Suppo- 
sons que l'on dilate ou que Ton comprime un gaz placé dans 
des conditions telles, qu'il ne puisse recevoir aucune quantité 
de chaleur des corps environnants ou leur en communiquer. 
C'est ce qui a lieu quand l'opération est brusque, comme dans 
l'expérience connue du briquet à air. 

La formule (17) donne dans ce cas, en y faisant JQ = o 
c 

n 

d!f H- (7 — i) — ^ pdv = o. 

ou, eu égard à l'équation (i5 ), 

adt , y du 

i -i- (7 — i) — = o. 

Si l'on suppose a et y constants, on tire de là, en désignant 
par Vt, />, les valeurs depeXv correspondant à la température ti, 

et comme —^ — r = -^- — r' " vient 

Supposons que le gaz soit compris dans un corps de pompe 
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dont les parois soient imperméables à la chaleur et qu'en se 
dilatant il mette en mouvement un piston. Le travail déve- 
loppé sera, pendant le passage du volume v au volume Vi, 

Si l'enveloppe était composée d'une telle manière que la 
température du gaz restât constante, on aurait pv -— pxV^ et 

' /?^<'==A<',log-, 

expression dont la valeur est supérieure à celle de la précé- 
dente. 

20. Loi de la dilatation des gaz dont la température reste 
constante.— ^ï\ supposant t constant ou rf/=:o, l'équation (17), 
ou son équivalente 

donne, en éliminant p au moyen de la formule (i5}, 

d'où, en appelant Qi la chaleur correspondant au volume Vi et 
à la pression pif 

formule que nous avons obtenue plus haut (i3), en partant des 
principes de Carnot, sans avoir recours à celui de Meyer. 

21. Relation entre la pression, le volume et la température 

dans un corps quelconque dont l'état physique ne change pas. 

— Si l'on porte la valeur de [j. donnée par la formule (20) dans 

d^p 
l'équation (11'), on trouve -^ =0, équation dont l'intégrale 

est 
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(p et ^ étant deux fonctions caractérisant la nature du corps. 
On voit ainsi que la pression devrait varier proportionnelle- 
ment à la température lorsque le volume reste constant. 

22. Du travail produit par une quantité de chaleur em- 
pruntée à une source et reçue partiellement par une autre 
source. — Supposons d'abord que les deux sources de chaleur 
{A)et(A,)aientles températures ieit — dt; soient Q la quan- 
tité de chaleur enlevée à (A) et dQ la quantité de chaleur con- 
sommée; 

sera la quantité de chaleur transportée» et Ton aura, pour le 

travail produit, 

kdQ 

ou 

l'^(Q-dQ)dt = yLQdt, 

d'après le principe de Carnot. 
On a donc l'égalité 

rfQ = I y^dt. 

Pour la source (Al ) et une source ( Aa) à la température t — ndt, 
on a de même 

dQ, = I i^dt, 

et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on arrive à une source ( A' ), à 
une température /'< t; la quantité totale de chaleur consom- 
mée s'obtiendra donc en faisant la somme de toutes les valeurs 
de cfQ, c'est-à-dire en faisant l'intégrale de la première éga- 
lité, que l'on peut ainsi considérer comme une équation dif- 
férentielle. 

Nous aurons donc, en désignant par Q' la quantité de cha- 
leur reçue par (A'), 

d'où 
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el, pour le travail produit, 

T = A(Q ~ Q') = AQ (i - e- Ul^V. 

On voit ainsi que le travail n'augmente pas indéfiniment 
avec la différence de température des deux sources, el qu'il ne 
peut pas dépasser la limite AQ correspondant à ^ — /' =.- oo . 

En considérant a comme constant, et remplaçant /x par sa 
valeur (20), on a tout simplement 

^ l-hOLt 

23. Rapport entre les chaleurs spécifiques d*un gaz sous 
pression constante et sous volume constant résultant de l'ap- 
plication de la formule de M, Y. Fillarceau. — La formule { i4) 

du n^ \% ou 

3 

- vdp = Ac'dt, 

s'applique à un gaz dont le volume reste constant; mais, 
d'après la formule (i5), nous avons aussi 



vdp =zC^dt. 

L'équation précédente devient par suite 

en la multipliant membre à membre avec l'équation (18), on 
trouve 

^, = 3=1,667. 

Ainsi donc, d'après cette théorie, le rapport des chaleurs 
spécifiques serait indépendant de la nature du gaz et supé- 
rieur de j environ à la valeur de ce rapport obtenue expéri- 
mentalement pour l'air. Il résulterait de là et de la formule (ig) 
que le produit UoC serait constant, résultat que l'expérience 
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ne justifie pas. Ce désaccord ne peut guère s'expliquer qu'en 
admettant que Tinvariabilité de (^ n'entratne pas rigoureuse- 
ment la constance du terme 2 m x.\ 



§ IV. — Des vapeurs saturées. 

24. Formule déduite du principe de Carnot. — Considé- 
rons une vapeur à la température /' en contact avec son liquide, 
le tout sous l'unité de poids, et soient 

p la pression ; 

u le volume total; 

p le poids spécifique de la vapeur; 

e son rapport à celle du liquide; 

r la chaleur latente de volatilisation à V ; 

V le volume occupé par la vapeur. 

En prenant pour abscisse [fig- 118) Oa = M, et pour or- 
donnée amz=p, on obtient un point m. Si Ton comprime la 

Fig. 118. 







n 



n 



<in 



M' 



b' a' 



u 



' vapeur de manière à l'amener à la température t + dt, la pres- 
sion s'élèvera graduellement, et deviendra bn=-^dty en 

at 

même temps qu'une certaine quantité de vapeur se conden- 
sera. Arrivé à ce point, supposons que l'on augmente de bb' 
le volume total en maintenant la température constamment 
égale k t -\- di; il se formera un certain volume de vapeur dv 
au détriment du liquide, et l'on aura ainsi une droite nn' pa- 
rallèle à Oa. Cette seconde opération suppose qu'une source 
de chaleur (A) à la température t-hdt cède à la masse la quan- 
tité de chaleur prdi^. En continuant maintenant la dilatation 
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hors de la présence de la source (A), on pourra ramener la 
température à /* et à la pression p; il se formera en même 
temps une nouvelle quantité de vapeur, et Ton arrivera au 
point m' ayant même ordonnée que le point m. Enûn, en com- 
primant la vapeur de manière à la ramener à son état primitif 
ou au point m sous la pression constante />, il dégagera une cer- 
taine quantité de chaleur» que Ton devra considérer comme 
absorbée par une source de froid (Ai) à la température /. 

L'augmentation nn' du volume total étant égale à celle dv du 
volume de la vapeur, diminuée du volume idv de Teau qui 
s'est transformée en vapeur, on a 

Taire du parallélogramme élémentaire n mm' n'y ou 

[a) (|_,)^p^rf,, 

représentera le travail correspondant à l'emprunt de la quan- 
tité de chaleur prdv : on aura donc, en donnant à fx la même 
signification qu'au n^ 4, 

i^a\ (\ — i)dp 
(26) f- = a. 

25. Densité de la vapeur d*eau au maximum de tension. 
— En ayant égard à la formule (20), l'équation précédente 
devient 

Soient i la densité de la vapeur rapportée à celle de l'air ; 
j3 le poids du mètre cube d'air, sous la pression atmosphé- 
rique /?« et à la température zéro. On a 

$zsp 

= ■ —. 1 

d'où 

Jf U-^)Pa (ï-^« 0' ^dp 

0*= 7 T-» 

Aaa r pat 
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D'après M. Regnault» on a, pour la chaleur totale de la va- 
peur d'eau, 



606^5 -i-o,3o5/ 



= r H- / cdt, 



c étant la chaleur spécifique de l'eau, qui elle-même, d'après 
le même physicien, a pour valeur 

10* 10' 
on tire de là 

/•= 606,5(1 \t it^ nj/M- 

\ lo' 10® 10'* y 

En mettant l'équation (27) sous la forme 

^ ' . p dt 

M. Clausius, au moyen des éléments précédents et des Tables 
de M. Regnault, dans lesquelles se trouvent, en regard l'une 
de l'autre, les valeurs correspondantes de p et ^, a reconnu 
que, entre les limites t=:— 15°, ^ = 225*», le second membre 
de cette équation peutêtrp représenté très-approximatîvement 
par l'expression 

(29) m — nh', 

dans laquelle 

wi = 3i,549, /?— 1,0486, X = 1,007 161. 

Il vient donc, en négligeant t devant l'unité, 

!.^ P 
. io333 
jy ___^.^ 
~ À. 1 ,2932 (/w — nk*) 

En prenant A ==424^" et estimant la pression en centi- 
mètres de mercure, les formules ( 3o) se transforment dans les 
suivantes : 



(i-hat)(m — nA-*) m — nk* 
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Toutefois il convient de faire subir à ces formules une cor- 
rection due à ce que, d'après M. Regnault, on doit avoir 
3 = 0,622, tandis que la formule donne d = o,63o. La diffé- 
rence ne peut être attribuée qu'aux erreurs d'observation qui 
pèsent sur les derniers chiffres et qui finissent par s'accumu- 
ler à la suite d'opérations arithmétiques. Le coefficient de 



correction étant ainsi 



. 0,622 



o,63o 



(3i) 



h. 



il vient 



o,3i6 



(i-r-ott){m 

18,768 



~/îX')' 



m 



nk' 



La seconde de ces formules m'a permis de dresser le tableau 
suivant, dans lequel la pression est exprimée en millimètres 
de colonne de mercure. 



t 


p 


P 


1 


p 


P 





mm 


k 





mm 


k 





4,600 


0,0048 


IIO 


1075,37 


0.8447 


10 


9,i65 


0,0094 


120 


1491,28 


1,1473 


20 


i7»39i 


0,0172 


i3o 


2o3o,28 


1,5354 


3o 


3r,548 


o,o3o4 


140 


2717,63 


2,0179 


40 


5/^,906 


0,05l2 


i5o 


358i,23 


2,6187 


5o 


9ï»982 


o,o833 


160 


465 1, «2 


3,3490 


60 


148,791 


o,i3i5 


170 


5961,66 


4,2458 


70 


233,093 


0,2008 


180 


7546,39 


5,2948 


80 


354,643 


0,2981 


190 


9442,39 


6,5416 


90 


525,450 


0,4319 


200 


11688,96 


8,0093 


100 


760,000 


o,6io5 









26. Relation entre le poids spécifique de la vapeur d'eau 
saturée et la pression. -— Les valeurs de p données par lela- 
bleau précédent sont représentées, d'une manière on ne peut 
plus satisfaisante, par la formule 



(32) 



p = M/?-, 
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dans laquelle on a 

M = 0,001164, 

w=i 0,943, 

la pression étant exprimée en millimètres de mercure. 

Dans les applications ordinaires, n désignant la pression 
en atmosphères, on peut, de ii=:i à /i = 8,5, employer la 
formule approximative 

p = 0,540/7 -H 0,076, 

qui ne comporte généralement qu'une erreur relative bien 
inférieure à -~^, 

27. Formule de M, Clausius basée sur le principe de Meyer, 
— Soient 

c la chaleur spécifique du liquide à / degrés ; 

hdt la quantité, positive ou négative, de chaleur dégagée par 
kilogramme de vapeur lorsque, sa température augmentant 
de dt, on dilate le volume, de manière que la vapeur reste 
au maximum de tension. 

En nous reportant aux notations et à l'opération du n^ Zk 
(fis* ïï8), désignons par dx le poids de vapeur qui s'est con- 
densé en allant de m en /i; la quantité de chaleur rdxy résul- 
tant de la condensation du poids dx de vapeur, a été employée 
à augmenter de dt la température de Teau et celle de la quan- 
tité primitive z de vapeur. On a donc 

(a) rdx = (ï — z)cdt -r- zhdi. 

dr 
En n la chaleur latente r est devenue r-\- ^r-dt ei Ton a, 

dt 

pour la quantité de chaleur empruntée extérieurement, 

(P) ^^('•-^ï^O' 

Supposons maintenant que, pour arriver au point n', on 
suive le contour mmin* et soient 

df le poids de vapeur formée, en allant de m en m'; 
dx' le poids de vapeur condensée de m' en n' . 
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La chaleur absorbée de m' en m est 

et, comme en m' la quantité de vapeur est devenue z-^dy^ 
on obtiendra rdj/ en changeant ^ en z -i- df/' dans le second 
membre de l'équation (a), d'où 

($) rdx'= [i — z — dy)cdt -h h[z -\- dy)dt, 

La quantité de vapeur formée étant nécessairement la même 
en suivant les deux contours, on a 

(7) ilx — dy — dx' — dy , 

Enfin, des équations (ce), (i) et (y), on tire 

(g) r[dx - dx') = r{dy — dy) ==: (c - h)dydt, 

La différence des expressions (P) et (P')» ou 

do 
étant proportionnelle au travail produit (i^ e) -~j dvdi, il 

vient, en remarquant que Ton peut supposer prfc — dy\ 

(33) f.^c-h = l^l^^f. 

^ ' dt A ^ di 

Si Ton élimine ^ entre les équations (27) et (33), on 
trouve 

(34) = ---+-r — /*. 

^ ^' l-r-CLt dt 

Nous avons vu (24) que Ton a 

606,5 -f- o,3o5f ~ ''"*"/ ^'''» 

d'où 

-— -+- c = o,3o5, 
dt ' ' 
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et Ton a enfin, en réduisant, 

, ^ . 606,5 — 0,695/ — 0,00002/'— o,oooooo3/^ 

n ^ o, 3o5 5 j 

273 -+- / 

ce qui donne : 

Pour / = o h = — i ,916 

Pour /= 100 // = — i,i33 

Pour / — 200 li = — 0,676 

28. Relation entre la chaleur interne d'une vapeur et sa 
chaleur de vaporisation. — Supposons qu'un kilogramme d'un 
liquide soit renfermé dans une enveloppe immatérielle et 
extensible, et que la masse soit placée dans un milieu gazeux 
formant source de chaleur à la température / du liquide et à 
la pression p correspondante de la vapeur saturée à t\ Sous 
l'influence de la chaleur fournie à la masse par la source, l'en- 
veloppe se dilatera jusqu'au moment où la vaporisation sera 
complète. 

Soient 

p, n les poids spécifiques de la vapeur et du liquide; 

A l'équivalent mécanique de la chaleur; 

X la chaleur interne de la vapeur rapportée au kilogramme, 
c'est-à-dire la quantité de chaleur nécessaire pour déisagré- 
ger un kilogramme d'eau et le transformer en vapeur; 

r la chaleur de vaporisation du liquide. 

Le travail extérieur produit étant p( |rj> on a 

OU, en négligeant devant runité ^79 qui est toujours une pe- 
tite fraction, 

(35) .' = ^-^- 

St9. Quantité de chaleur nécessaire pour modifier l'état ca^ 
lorifique d'un mélange de liquide et de vapeur. — * Soit rfQ 
la quantité de chaleur nécessaire pour élever de dt la tempe- 
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rature du mélange dans lequel les poids de la vapeur et du 
liquide à t degrés, sous la pression p, sont n ei i—ny u étant 
le volume total. 

Cette quantité de chaleur se composera : i° de la quantité cdty 
nécessaire pour élever de dt la température de la masse 
considérée comme liquide, dont c est la chaleur spécifique 
à /*; 2.'^ de l'accroissement </y)X de la chaleur interne de la 

vapeur; 3** de la chaleur -^ p du = -^ p d .n ( tF ) ~ T^^~ 

absorbée par le travail extérieur produit. On a donc 

dQ = cdt -r- dri^ -f- ~r pd ", 

A p 

ou, en remplaçante par sa valeur déduite de Téquation (35), 

dO = cdt -h d.mr — ^ - -^ dl, 

^ X p de ' 

OU encore, en ayant égard à la relation (27) et en négli- 
geant le produit ey}, 

(36) dO — cdt -4- dmr dt, 

30. Examen du cas oà la quantité de chaleur de la masse 
reste constante. — On a rfQ = o et 

(37) i d,Tnr-hr,rad = o, 

^ " i-hcct i.H- af I -h a/ ' 

d'où, entre les limites /» et /i de la température, 

(38) . r*J^£f^^.^!V^-.-f^!^^o, 

^ Jf i-hoct i-t-a/, n-a/^ ' 

v}i, Ti et y]o, To étant les valeurs deyj et ^ correspondant aux tem- 
pératures extrêmes à ti et /«. 
On peut mettre cette équation sous une autre forme, en 

remarquant que - = 273% et que c, variant lentement avec /, 

peut être remplacé sans erreur sensible, pour des écarts /i— /», 
qui ne dépassent pas les limites ordinaires, par la moyenne 

— des valeurs qui correspondent à ti et /»; de sorte que, 
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en employant les logarithmes vulgaires, on a 

(39) -^i- = -3ii_ - a ,30258 "-L±A log ^71 -" '< , 

« 

d'où Ton déduira yji, connaissant yjoi ^y ^. 

31. Fapeur qui se détend y sans addition ou soustraction de 
chaleur, en produisant du traitait, — La température du fluide 
diminue naturellement à mesure que le volume augmente; et 
de deux choses l'une, ou une partie de la vapeur se condense, 
ou la vapeur se maintient à des températures au moins égales 
à celles de la saturation sous les pressions décroissantes. 

L'une ou l'autre de ces circonstances se présentera selon 
que l'équation (Sg), après y avoir supposé 719=1, donnera 
pour rj, des valeurs plus petites ou plus grandes que l'unité, 
lorsqu'on fait décroître ti à partir de /p, ou bien encore sui- 

vanl que -77» pour f = /., sera positif ou négatif. 

Or l'équation (36) donne, en y supposant^^fQ = 0, y}o = i. 

Il y aura donc condensation ou non, selon qu'on aura 

— r l-^l ^>o ou <o. 

On reconnaît ainsi que, à des températures comprises entre 
zéro et 23o degrés, limites entre lesquelles s'appliquent les 
formules empiriques de M. Regnault, la vapeur d'eau se con- 
dense en se détendant. 

M. Combes a reconnu de la même manière que la vapeur 
d'éther ne se condense pas en se détendant, et que, par suite, 
elle doit se condenser sous une compression graduelle. D'a- 
près le même auteur, la vapeur de chloroforme se comportC:- 
rait comme la vapeur d'eau, de zéro à ii5 degrés, et comme 
l'éther au delà dç cette dernière limite; la vapeur de chloruire 
de carbene se condenserait de zéro à i4o degrés, et se con- 
duirait comme l'éther au*dessus de cette dernière ten^)éra*^ 
ture. 
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32. Relation entre le rapport des pressions et celui des vo- 
lumes pour la vapeur d'eau qui se détend. — Si Ton désigne 

par v^ le volume initial — d'un kilogramme de vapeur saturée 

qui se détend; par c, le volume — occupé par la vapeur lors- 
que la température est descendue à la température /% l'équa- 
tion (39) se met sous la forme 

J'ai considéré successivement des valeurs de /o décroissant 
de 10 en 10 degrés à partir de 200 jusqu'à iio degrés; pour 
chacune d'elles j'ai fait décroître ^i de 10 en 10 degrés à partir 
de /o — 10° : j'ai pu ainsi former des tables donnant les valeurs 

de ~î en regard desquelles j'ai placé celles de ^t et j'ai re- 
connu que la formule 

s'accorde on ne peut mieux avec les cléments de ces tables, 

entre les limites i,25, i5,37 de -• * 

On voit ainsi que la pression du travail dû à la détente de la 
vapeur d'eau, sans addition ni soustraction de chaleur, est de 
la même forme que celle du travail dû à la détente des gaz. 

33. Écoulement de la vapeur d'eau saturée. — Supposons 
que la vapeur d'une chaudière sous la pression /7„ à la tempé^ 
rature /», s'échappe dans l'atmosphère par un orifice en mince 
paroi ou un ajutage très-court, d'une section très-faible par 
rapport à la chaudière : par suite de la détente, une partie de 
la vapeur se condensera. 

Soient 

1ST9 le poids spéciflque de la vapeur; 

ja le poids spécifique moyen du mélange d'eau et de vapeur 
lorsque la pression s'est réduite à p. 
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D'après le numéro précédent, on a 

,133 






J 



et Ton voit que les formules du n® 300 (II* Partie), établies 
pour récoulement des gaz, s'appliquent à celui de la vapeur 
d'eau saturée, en y supposant y = i,i33. 

Mais ces formules supposent que l'hypothèse des tranches 
est admissible, ce qui n'est pas; car, lorsque, dans des condi- 
tions convenables de lumière, on observe un jet de vapeur 
qui s'échappe dans l'atmosphère, on reconnaît qu'il est formé 
d'une partie centrale, à texture serrée, se terminant en pointe, 
environnée d'une auréole de vapeur floconneuse, dont l'im- 
portance augmente au détriment de cette partie à mesure qu'on 
s'éloigne de la naissance du jet. A une très-petite distance de 
l'orifice, avant que l'auréole floconneuse ait pris un dévelop- 
pement appréciable, les particules fluides paraissent animées 
de vitesses parallèles à l'axe du tuyau ; ta section qu'elles tra- 
versent alors croît avec l'excès de la pression dans le tuyau 
sur la pression atmosphérique; d'abord inférieure à celle de 
l'origine pour une faible pression effective, ce qui correspond 
à un minimum ou à une contraction, la section dont il s'agit 
devient bientôt un maximum qui va en augmentant avec la 
pression. 

Quoique l'hypothèse des tranches, en raison même de la 
constitution du jet de vapeur, puisse soulever, dans le cas 
actuel, des objections sérieuses, j'ai néanmoins fait l'applica- 
tion de la formule (3) du n*» 300 (II* Partie) aux résultats de 
l'expérience, et je suis arrivé aux résultats approximatifs sui- 
vants, pour représenter les coefficients de dépense : 

Orifice en mince paroi /x = o, lo -h o,6 — ? 

Ajutage conique /* = 0,40 -+- o,6^, 

Ajutage rentrant /x = 0,08 -+- 0,6 — "• 

Mais il sera préférable y pour calculer le poids de vapeur 
II. 24 



370 TROISIÈME PARTIE. 

débitée par seconde par un orifice, d'avoir recours aux for- 
mules empiriques du n« 301 {iP Partie), qui sont d'une ap- 
plication plus facile et donnent des résultats plus exacts. 

§ V. — Des vapeun surchauffées. 

Zk. Soient 

/ la température d'une vapeur éloignée de son point de satu- 
ration sous la pression p) 

T la température de cette vapeur saturée sous la même pres- 
sion; 

Q =zt — T ce que nous appellerons le surchauffement de la 
vapeur; 

d, A les densités par rapport à l'air, à la pression p, aux tem- 
pératures / et T. 

On sait qu'au delà d'une certaine limite di du surchauffe- 
ment une vapeur, quelle que soit sa nature, se comporte 
comme un gaz permanent, c'est-à-dire que è devient une con- 
stante 81 (que nous appellerons la densité théorique de la 
vapeur), ainsi que le coefficient de dilatation et la chaleur 
spécifique sous pression constante- 
Mais, lorsque 9 diminue à partir de 61, è va en augmentant 
jusqu'à A; le coefficient de dilatation et la chaleur spécifique 
croissent de même jusqu'à des limites qui sont atteintes au 
point de saturation. 

On peut expliquer ces anomalies en considérant une vapeur 
comme un gaz permanent ayant pour densité relative di et 
tenant en suspension, dans certaines conditions de tempéra- 
ture, une certaine quantité de son propre liquide, par exemple 
à l'état vésiculaire. Cette proportion de liquide atteindrait son 
maximum lors de la saturation, diminuerait en se volatilisant 
successivement, en faisant croître d, et deviendrait insensible 
au delà d'une certaine valeur du surchauffement. 

Les vapeurs seraient ici, par rapport aux gaz, ce qu'est, par 
rapport aux liquides, l'état pâteux, qui ne paraît être autre 
chose qu'un liquide tenant en dissolution ou en suspension 
son propre solide. 
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35. Expression de la quantité de liquide en suspension. — 
Soient 

q le poids du liquide en suspension dans i kilogramme de 
vapeur; 

— dq la portion qui se volatilise lorsqu'on élève la tempéra- 
ture à dt. 

L'hypothèse qui se présente le plus naturellement à l'esprit 
consiste à poser 

^ dq = qkdty 

k étant un coefOcient indépendant de la température. 
On déduit de là 

expression dans laquelle M représente le poids d'eau en sus- 
pension lors de la saturation, ou lorsque / = T. 

On peut admettre que k v«rîe assez peu avec la pression pour 
qu'on puisse le considérer comme constant, soit parce que, 
dans les limites des pressions usuelles, comme nous le verrons 
plus loin, M n'éprouve que des variations irès-restreintes, tan- 
dis que, pour /— T = 6o*>, q devient insensible; soit en con- 
sidérant que le travail relatif à la désagrégation des particules 
fluides, pour les transformer en gaz, est trop considérable pour 
que la pression y participe d'une manière appréciable. 

Soient maintenant 

p le poids spéciOque du liquide à t^; 

n celui de l'air à la même température et sous la pression p. 

D'après l'hypothèse admise, nous aurons, en égalant deux 
expressions du volume, 

à n 

Or - — est une très-petite fraction qu'on peut négliger sans 

inconvénient, de même que g% comme nous le verrons plus 
loin. Il vient donc 



= 7t!:^ = ^.(^-^^) = ^i['-^M«~^'^''^l» 



24. 
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en posant « = e*, nombre qui est nécessairement supérieur à 
l'unité; mais comme pour / = T on doit avoir 3 = A, d'où 

M= ^ — 1, il vient 

(0 



1,.(^ -.)«-(-). 



36. Relation entre la pression, la température, le poids spé- 
cifique ou le volume d*une vapeur surchauffée. — Pour l'air, 

on a 

p io333 



11(1 -r- a/) 1,2982 



= H, 



d'où, en appelant D le poids spécifique Ild de la vapeur à la 
température /, 

;>K^(A-,?,)«-('-T)] 
, D(l^ar) 

D(i-t-at) ^,L V^, ; J' 

expression dans laquelle A et T sont des fonctions de p que 
nous connaissons, au moins pour la vapeur d'eau. 
Soit Q = VD le poids d'un volume V de vapeur; il vient 

négligeant le carré de ( ^ — i ) a-^'-''^ comme nous con- 



en 

tinuerons à le faire. 



."i 



37. Du coefficient de dilatation. — Soit p = ^ ^- ce 

D 

coefficient à ^; on a, en vertu de la seconde des formules (a), 

(^) p = T^t ^ (A -,)«-('-T)lognép«. 
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Ce coefflcient est donc supérieur à celui des gaz 

permanents^ tant que / — T n'atteint pas la limite 61. 

38. De la chaleur latente, — La quantité de chaleur que 
nous avons désignée par r a été employée à transformer en 
vapeur à t^ le poids 1— ^M de liquide; en la rapportant à 
Tunité de poids du liquide, on a 

C'est cette valeur qui, dans notre hypothèse, devrait être 
appelée chaleur latente et qui devrait être constante. S'il n'en 
est pas complètement ainsi, du moins pour la vapeur d'eau, 
on constate toutefois que r' varie moins rapidement que r, 
qui diminue quand T augmente, tandis que le contraire a 

lieu pour -v* Ainsi, de zéro et 200 degrés, la diminution 

relative de r est de 12 pour loo, tandis que celle de r est de 
23 pour 100. 

Dans tous les cas, comme q est une petite fraction, on 
peut supposer, sans grande erreur, entre des limites de tem- 
pérature dans lesquelles les expériences ont été faites, que 
r' est constant, et égal à une valeur moyenne, pour calcu- 
ler la quantité de chaleur nécessaire à la vaporisation du 
poids dq d'eau vésiculaire. 

39. De la chaleur spécifique d'une vapeur sous pression 
constante. — Soient c la chaleur spécifique d'une vapeur à r, 
sous pression constante, et c' la chaleur spécifique de la va- 
peur théorique sous volume constant à la même tempéra- 
ture. Nous aurons, en vertu de notre hypothèse et du prin- 
cipe de Meyer, 

cdt = c'(ï — q)dt'-- r'dq-h^d-j 
OU 
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Si nous désignons par C| la chaleur spécifique, sous pression 

conslante» de la vapeur théorique^ on a, en suj)posant -j = i , 
dans la formule précédente, 

/ \ , Ha 

(a) '. = ^^i;â' 

d'où, en éliminant H, au moyen de cette relation, 

r' 

et Ton aura généralement c>Ct, parce que, le rapport — 

Cl 

étant très-grand, le coefficient de Texponentielle sera positif. 

40, tapeur surchauffée qui se déiend, sans perte ni gain 
de chaleur, — Supposons que, dans de pareilles conditions, 
on veuille déterminer la relation qui doit avoir lieu entre p et 
la température, nous aurons 

Pans q et D, les quantités A et T doivent être considérées 
comme des fonctions dep; mais ces fonctions sont si compli- 
quées que l'équation différentielle précédente ne pourrait con- 
duire à aucun résultat. Cequ'ilyaurademieuxà faire sera, après 
une construction préalable de tables, de représenter empiri- 
quement (y ""M ^^ et A par des fonctions de p entre des li- 
mites déterminées. Si, malgré cela, comme il y a tout lieu de 
le supposer, l'équation (6) n'est pas intégrable, on considérera 
dp et dt comme des différences, de manière à calculer p de 
proche en proche pour des valeurs décroissantes de /. 

41. Densité de la vapeur d* eau surchauffée.-— M. Cahours et 
M. Hirn paraissent être les seuls physiciens qui jusqu'ici se 
soient occupés de la détermination des densités des vapeurs 
surchauffées. Les résultats obtenus par M. Hirn ne doivent 
èlre considérés que comme approximatifs et ne peuvent nul- 
lement nous servir, attendu qu'ils n'accusent pas une diminu- 
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tîon graduelle de la densité relative, lorsque le surchauffement 
augmente. 

M. CabourSy en opérant sur de la vapeur d'eau saturée à 
loo degrés, a observé au contraire ce décroissement; seule- 
ment il arrive,, pour un surchauffement considérable, à d ou 
di = o,6ig, tandis que H, Regnault s'est arrêté au chiffre de 
0,622. Nous avons tenu compte de cette différence en discu- 
tant les résultats obtenus par M. Cahours. 

Nous avons été conduit à poser 

S = 0,622 -H (A — 0,622) I, i-C-T). 

Pour T = ioo, on a 

A = 0,645 et J = 0,622 H- 0,023 X i,i-^'-'''\ 

formule qui nous a donné les résultats suivants, en regard 
desquels nous avons placé les chiffres de M. Cahours, après 
leur avoir fait subir la correction indiquée plus haut, 

/ — 100. 

o 

7 
10 

20 

3o 

40 

Si l'on tient compte de l'Incertitude qui pèse sur la der- 
nière décimale des chiffres qui résultent de l'observation, les 
différences indiquées par ce Tableau ne dépassent pas les li- 
mites auxquelles on pouvait s'attendre. 

Proposons-nous maintenant de calculer la chaleur spécifique 
de la vapeur d'eau saturée à loo"», puis surchauffée à diffé- 
rentes températures. Nous avons vu (17 ) que 

^,= 1,32 c,= 0,475; 
on a de plus r' = 557, lognépi, 1 = 0,075, d'où 



«? 


p^ 


ealcnlé. 


obnerTé. 


0,645 


» 


0,634 


0,645 


o,633 


0,640 


0,626 


0,625 


0,623 


0,621 


0,622 


0,620 



= I H ^ — ^[lIO -+- 0,02(273 -h r) J, 



^. 
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en exprimant l'exponentielle en fonction de à qui nous est 
donné par la deuxième colonne du Tableau précédent. 
Nous avons déduit de cetle formule les valeurs suivantes : 

4,140 o 

1 , 708 20 

1,116 3o 

Laroche et Bérard qui, d'après leur mode d'expérimentation, 
ont dû opérer sur de la vapeur humide, ont trouvé 0=0,800, 
chiffre auquel on arrive à très-peu près, en supposant que le 
surchauffement ne soit que de 20 degrés. 

&-2. Détente de la vapeur d*eau surchauffée qui n'éprouve 
ni perte, ni gain de chaleur, — De tous les termes en q de la 
formule (6) le plus important est —i^dq, en raison de la 
grande valeur numérique de r'. Nous pourrons donc approxi- 
mativement réduire cette formule à la suivante : 

o = </dt^r'dq-h4^k^ 

AU 

et calculer le dernier terme de cette formule comme si la va- 
peur était un gaz, ce qui donne, en supposant A = di dans la 
seconde des formules (2), 

d'où 

/ , Ha\ . ,^ , .dp H 

En éliminant A de cette formule, au moyen de la rela- 
tion (19) du n"* 17, en se rappelant la signification de H et 
de Cl, et posant 

^, = 7== 1,32, 

on arrive à 

dp _ adt ar'dq 



THBBMODTIf AIIIQUB. 87 7 

Dans une première approximation, nous calculerons p en 
fonction de /, comme si ïa vapeur était un gaz ou dq = o, ce 
qai nous permettra de déterminer p, A et T, qui entrent 
dans dqy en fonction de la température. Nous ne commet- 
trons pas une grande erreur en opérant de cette manière, 
attendu que le second terme de Téquation (7) est déjà un 
terme de correction. 

Soient donc />• et h la pression et la température relatives 
au commencement de la détente ; To la température de la va- 
peur saturée à la pression p». Nous aurons, comme première 
approximation (le). 

Mais, d'après M. Regnault, la formule suivante due à Roche 
satisfait, dans des limites très-larges, aux résultats de l'ex- 
périence : 



T-Kao 



d'où 

T-4-;»o To-hao 



P. 

et, en vertu de la relation ( 8), le signe log se rapportant au 
système népérien ('), 



T = 






(To^-SLO)] 



Si, pour abréger, nous posons 






,„g, .. ..(T.^-ao)], 



(») On a 

i = 0,00 4788221, A= 1,0933, log>i = 0^084 a855. 
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il Yient 

T,-+-G(n-aoi)log'"^"' 



T = .J^lfiÎ! 

I — iGiog 



i-+-a^ 



d'où 



Comme, dans les applications, t ne varie que entre 5o et 
200 degrés, on peut prendre tout simplement (') 

\ I -1- af 

On voit ainsi que T décroît bien rapidement, comme on 
devait le prévoir. |!ja limite inférieure des valeurs de /, pour 
lesquelles les formules précédentes sont applicables, est don- 
née par la relation 

/ = T.-^G[i4-/{T.-^2o)]logl^, 

1 -t- ««^ 

ou, en s'arrètant au premier terme du développement du loga- 
rithme, 

et approximativement, vu la petitesse de G* «S 

(10) /==T.-^-^J. + /(T.+ ao)](/.-T.). 



(* ) Pour s'en assurer, il suffit de jeter un coup d'œil sur les valeurs suivantes 

G=a,857 [i-4-«(TpH-2o)], 
Gl = o,oi4a[n-i(T,-*- ao)], 
G« = 0,011 [n-i*(T,-t-ao). 
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Cela posé, nous avons 

On voit, d''après la seconde des formules (g), que dT est 
une très-faible fraction de dt ; de sorte que Ton peut se bor- 
ner à écrire 

Mais, en se reportant au n^ 25 et tenant compte des chan- 
gements de notation, on a 



I 

j 



'. m'—n'k 



rn! et n! étant des coefficients numériques connus (*), par suite 

Si l'on remarque que, de zéro à 2oo<» et à fortiori de loo à 

aoo*, — 7- est une assez faible fraction, on voit de suite, en 

remarquant de plus que T varie peu, que l'expression précé- 
dente peut, avec une grande approximation, être remplacée 
par la suivante : 

dq = -^ ^c-T) h' ~^j'^' — i) loga.dt 

= -fl-C-To) [^ — ^ijloga.di. 



(') iy/= 1,0456, 

n' = 0,0348. 
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Nous aurons donc 

dp y adt 



p 1-7 (i-^ar) 

H ; -: «-U-To) ( i \\osa.dt, 

On peut, sans grande erreur, remplacer 1 4-a / par i -ha > 

de sorte que, en posant 

nous avons 
d'où 

rexponenlielle devenant très-sensiblement égale à l'unité pour 
des valeurs de /, / — T«, /„ — To suffisamment grandes. 



§ VI. — De V influence de la pression sur le point 

de fusion des corps. 

43. Concevons une masse d'eau à. zéro renfermée dans une 
capacité invariable et supposons qu'à l'aide d'une source de 
froid on vienne à en abaisser la température. Une certaine 
quantité de glace tendra à se former où les particules d'eau 
tendront à s'éloigner les unes des autres, puisque l'eau aug- 
mente de volume en se congelant; mais, comme le volume 
total reste constant, la masse ne cessera pas d'être complète- 
ment fluide. Les forces répulsives moléculaires développées 
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ne peuvent donc avoir pour eflfel que d'augmenter la pression ; 
II suit de là qu'un abaissement de température accompagné 
d'une augmentation suffisante de la pression ne produit pas 
de congélation. 

On démontrerait de la même manière que l'inverse doit 
avoir lieu pour les liquides qui se contractent en se solidi- 
fiant. On est ainsi conduit à admettre en principe que, selon 
qu'un liquide augmente ou diminue de volume en passant à 
l'état solide, tout accroissement de pression abaisse ou élève 
le point de congélation. 

Ces considérations ont été justifiées par les expériences de 
M. W. Thomson sur la glace et de M. Bunsen sur le sperma 
cet! et la paraffine, qui se contractent en se solidifiant. 

44. Du point de fusion de la glace. — Concevons une masse 
composée d'eau et de glace à la température — /, pesant 
I kilogramme et occupant le volume Uy et soient 

p le poids spécifique de la glace; 

e son rapport au poids spécifique de l'eau; 

r la chaleur latente de fusion de la glace; 

cdt la quantité de chaleur perdue par l'unité de poids d'eau 
lorsque, la température s'abaissant de dt^ la pression aug- 
mente de rfp; 

hdt la quantité de chaleur perdue dans les mêmes circon- 
stances par l'unité de poids de la glace. 

Soient m [Jig. ii8) le point ayant pour ordonnées ma=zp^ 
et Ofl = M. Si l'on augmente la pression et si la masse ne 
reçoit pas de chaleur extérieure, il se fondra une certaine 
quantité de glace et la température baissera. 

Admeltons que le point n corresponde à la température 

— (t-^dt); il aura pour ordonnée nb = p'\---^ dt. Si l'on 

augmente lé volume de bb' de telle manière que la tempé- 
rature et la pression restent constantes, il devra se former une 
certaine quantité de glace, d'où une production de chaleur 
que nous supposerons absorbée par une source de froid ex- 
térieure à la température — (/ -4- rf/). En diminuant la près- 
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sion suivant n' iri sans aucun emprunt de chaleur, la tempé- 
rature augmeniera, et supposons qu'en m! elle ait repris sa 
valeur primitive — t. On reviendra au point m suivant une 
parallèle à l'axe des abscisses en donnant à la masse, la quan- 
tité de chaleur ^di/r^ di/ étant le volume de glace fondue 
pendant la dernière partie de l'opération. 

On voit ainsi que l'on produit un travail représenté par 
l'aire mnn'm'^ et que cette question offre la plus grande ana- 
logie avec celle des vapeui^ saturées : les formules (27) du 
n** 24 et (33) du n** 27 peuvent donc recevoir ici leur applica- 
tion, en changeant toutefois dans cette dernière les signes de 
c et A qui ont dans les deux cas des significations inverses 
l'une de l'autre. Il vient donc 

^'^ dt (i-8)A(i-+-aO 

^ ' dt ^ ' i-hctt 

On peut, sans erreur sensible, regarder c et A comme égaux 
respectivement aux chaleurs spécifiques de l'eau et de la 
glace, et r comme ayant dans le second membre de l'équa- 
tion (2) la valeur constante 79. Si donc on prend avec 
M. Person 0,48 pour la chaleur spécifique de la glace, on 
trouve 

;^ = o,8., 

pour la diminution de la chaleur latente de la glace corres- 
pondant à un abaissement de i^ du point de fusion. 

Supposons maintenant que l'on ait de la glace à zéro sous 
la pression atmosphérique et que l'on veuille déterminer 
l'accroissement qu'il faut faire subir à la pression pour 
abaisser d'une petite quantité la température du point de 

fusion. On a 

1-8=0,087, 

et la formule (i) donne par suite, en exprimant /> en atmo- 
sphères, au lieu de l'exprimer en kilogrammes, 

dt = 0,00007 3 3 f//9, 
/ = 0,0000733/7; 



THEMiODTHAlIIQUE. 383 

On voit d'après celd qu'il faudrait plus de loo atmosphères 
pour abaisser le point de fusion de la glace d6 i". 

Si Ton suppose n = 8,i et n=i i6,8, on trouve f = 0,061 
et / = o, 126, chiffres qui diffèrent très-peu de ceux / = 0,059 
et / = o, 129 déduits de l'expérience par M. W. Thomson. 

§ VIL — Du mouvement des projectiles dans les armes à feu. 

45. Les armes à feu sont de véritables machines dans les- 
quelles la chaleur dégagée par la combustion de la poudre se 
transforme plus ou moins complètement en travail extérieur; 
l'effet utile obtenu est la demi-force vive du projectile à sa 
sortie de l'âme, et le travail moteur dépensé est égal au travail 
représenté par le produit de l'équivalent mécanique de la cha- 
leur par le nombre de calories que dégagerait la combustion 
complète de la charge. 

D'après M. Martin de Brettes, le maximum du rapport de 
l'effet utile au travail moteur ne dépasserait pas \ dans les 
pièces de canon. La faible valeur de ce rendement peut tout 
de suite s'expliquer si l'on remarque que : 1° une certaine 
quantité de poudre peut ne pas être brûlée quand le projectile 
sort de l'arme; 2^ une fraction de la chaleur dégagée reste à 
l'état sensible dans les produits de la combustion de la charge; 
3* une autre fraction de cette chaleur est employée à mettre 
en mouvement la masse de la charge, à produire le recul de 
l'arme, à vaincre les frottements et autres résistances passives 
du projectile dans l'âme, et enfin à échauffer la pièce; 4° une 
partie des produits de la combustion s'échappe dans l'atmo- 
sphère par la lumière et par le vide compris entre l'âme et le 
projectile sans produire ainsi tout son effet utile. 

La chaleur sensible communiquée à l'arme après chaque 
coup est une très-petite partie de la chaleur totale dégagée 
par la combustion de la poudre^ et peut être négligée; car le 
canon de l'arme ne s'échauffe d'une manière appréciable 
qu^au bout d'un certain nombre de coups, et de plus la cha- 
leur spécifique de la matière qui le constitue est une fraction 
qui dépasse à peine 0,1 pour le fer et 0,09 pour le bronze des 
canons. 
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Nous négligerons de même la perte de travail due aux bat- 
tements du projectile dans Tàme, et qui n'est que d'une im- 
portance secondaire dans les armes rayées, que nous avons 
surtout en vue de considérer; nous ferons de plus abstraction 
de la résistance de Tair sur le projectile dans le parcours de 
l'âme, et des pertes de gaz, mentionnées plus baut, qui ne 
représentent qu'une très-faible fraction de la masse totale des 
produits de la combustion à l'instant où le projectile sort de 
l'arme. 

Supposons qu'au bout du temps t le projectile n'ait par- 
couru qu'une certaine fraction de la longueur de l'âme; la 
quantité de chaleur produite par la combustion de la poudre 
dans l'instant suivant dt, entraînée par la quantité correspon- 
dante dq de gaz qui s'en dégage, se décompose dans le même 
instant en trois parties : l'une se transforme en travail exté- 
rieur; la deuxième est employée à augmenter la chaleur sen- 
sible, c'est-à-dire sous volume constant, des produits déjà 
formés de la combustion; enfin la troisième reste à l'état de 
chaleur sensible dans la masse de gaz dq à une température 
inférieure à celle de la flamme de la poudre d'un infiniment 
petit de l'ordre de dt. 

On voit ainsi qu'au bout du temps t la chaleur dégagée par 
la combustion de la poudre est égale à la chaleur sensible des 
gaz formés, augmentée du quotient, par l'équivalent mé- 
canique, de la demi-force vive du projectile, de la charge et 
de l'arme dans son recul et du travail du frottement dans 
l'âme. 

46. Calcul du travail extérieur produit par la combustion 
de la poudre. — Soient 

Q le poids du projectile; 

g l'accélération de la pesanteur; 

V la vitesse du projectile dans l'arme au bout du temps /; 

p la pression exercée sur le projectile par les produits de la 
combustion de la poudre; 

N la réaction normale d'une rayure sur l'ailette correspon- 
dante ; 

/ le coefficient de frottement des ailettes sur les rayures ; 
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a l'inclinaison des rayures sur Taxe de l'arme; 
û la section de Tâme; 
r son rayon ; 

— R^ le moment d'inertie du projectile par rapport à son axe 
S 
de rotation ; 

A l'équivalent mécanique de la chaleur, que nous estimerons 

à 4^3 kilogrammètres. 

V 

La vitesse angulaire de rotation du projectile étant ~ tanga, 

il vient, d'après les principes connus de la Dynamique, 

pa — ^ — = (sma -+-/cosa) iN, 
* R' dY 

- -^ tanga --jp = r(cosa— /8ina)2N, 

le symbole 2 ayant sa signification ordinaire de somme. 
On tire de là 

Q / sin a -+- fcosa R\ \dY 
^ ' g \ COSa —/sina r* ° y di 

et, pour le travail de la pression qui agit sur le projectile, 

^ r ^r j Q / sina -f- jTcosa R* ' \ __, 

a \pYdt = -^ ( iH '^, tanga ) V*. 

J'^ 2g \ cosa — /sina r^ ° / 

A l'inspection de la seconde des formules (A) et des précé- 
dentes, on voit que, pour que le mouvement soit possible, il 
faut que 

tanga <jj 

l'influence du frottement sera d'autant plus petite que l'angle ce 
sera lui-même plus petit, ce qui explique pourquoi on incline 
très-peu les rayures sur l'axe des armes. 

Si l'on pose 

R' 

iï= (tanga -h/) p;7 tanga, 

il vient, en négligeant les termes du troisième ordre en /et 
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tanga, qui sont deux quantités du même ordre de grandeur. 



aJp\dt^-{i^n)^^V. 



Soient maintenant 

p' la pression exercée sur le fond de l'âme; 

V la vitesse de recul de l'arme prise en valeur absolue; 

e le rapport du poids du projectile à celui de l'arme, fraction 

très-petite dont on peut négliger le carré et le produit par y] ; 
fx le rapport du poids de la charge à celui du projectile : ce 

rapport ne dépassant pas ordinairement ~ dans les canons 

rayés> on peut sans inconvénient négliger le produit de sa 

seconde puissance par e. 

On a comme plus haut, en négligeant, s'il s'agit d'une pièce 
de canon, les frottements sur les fusées de l'essieu et sur le 
sol, et par suite l'inertie des Voues dans leur mouvement de 
rotation, 

D.p'= ~ -- — h (sina 4-/c0Sa)2N, 

ou, en vertu de la première des équations (Â) et au degré 
d'approximation adopté. 






dt ) 



Pour calculer V, nous admettrons avec le général Pioberi 
que le mouvement de la charge et des produits de la combus- 
tion a lieu par tranches dont les vitesses croissent uniformé- 
ment à partir du fond de l'âme, depuis —V jusqu'à V: on ob- 
tient ainsi, en appliquant le principe de Iji conservation des 
quantités de mouvement, 

d'où 



x + .t 
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par suite» 



(B') ap'=^ 




■i[ 



2 



-0-+-'îhv7 






et enfin, pour le travail dû à la pression p\ 
Il vient donc, pour le travail de p et /?^ 



s(l-f-fx)]. 



L'erreur commise dans cette expression, résultant de l'hy- 
pothèse admise pour calculer V, ne pouvant être, vis-à-vis 
Tunité, qu'une fraction du produit /zs, doit être considérée 
comme insensible. 

Lorsque les grains de poudre de la charge sont enflammés, 
les gaz qui s'en échappent doivent forcément les écarter les 
uns des autres; il existe par suite, entre le fond de Tâme et le 
projectile, une masse de gaz dans laquelle les grains de poudre 
enflammés sont distribués d'une manière plus ou moins régu- 
lière. La demi-force vive de cette masse, augmentée du pro- 
duit par A de la chaleur sensible de ses éléments, à diverses 
températures, est égale au produit, par la même quantité Â, de 
la chaleur sensible que la masse posséderait si son mouve- 
ment venait subitement à s'annuler ('). Il est donc inutile 
d'ajouter à l'expression (a) la demi-force vive de la charge 
pour obtenir le travail extérieur total produit par la poudre, si 
l'on calcule la chaleur sensible de la masse comprise entre le 
projectile et le fond de Tâme, comme dans cette dernière hy- 
pothèse. 

Si l'on désigne par s le chemin parcouru par le projectile 
» ' ' , - . I- 

( * ) Dans les pièces de 7 de M. le colonel de Re0ye, on emploie des gargousses 
composées de rondelles annulaires, juxtaposées, de poudre comprimée; la com- 
bustion est moins rapide dès le commencement que celle de la poudre ordi- 
naire ; mais, après un certain parcours dans Tàme du projectile, il est présumable 
que les rondelles doivent se briser et se pulvériser sous l'énorme pression dé- 
veloppée par les gaz, et Ton doit alors rentrer dans les conditions du texte. 

25. 
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dans l'âme au bout du temps t, en vertu de b vitesse relative 
V-t-V, ona 

g = V.V'=v[.-.(.-H-^).]. 
d'où 

<•! '=ï[-(-0']' 

et l'expression {a) devient, en continuant l'approximatioa 
adoptée. 

Enfin on reconnaîtra facilement que les deux formules (B) 
et (B') peuvent s'écrire comme il suit : 

V=5[.+.-.(.+rt + ï]^'. 

47. Calcul de la chaleur transformée en travail.— Pour de 
faibles charges, comme celles dont on fait usage dans les- 
armes rayées, on peut, sans grande erreur, admettre que tous- 
les grains de poudre entrent simultanément en combustion^ 
soit en raison des jets de flamme que l'étoupille ou la capsule 
lance en toutes directions dans la charge, soit parce que la 
vitesse de propagation de l'inflammation dans la poudre, qui 
parait croître très-rapidement avec la pression, doit être con- 
sidérable sous rénorme pression qui s'exerce sur le projec- 
tile à son départ. 

Cela posé, si, dans les armes à feu, la poudre se consumait 
suivant les lois observées à l'air libre sur des grains isolés, 
dont la durée de la combustion complète serait représen- 
tée par /', on aurait, en appelant ? (p) b fraction de i kilo- 
gramme de poudre brûlée au bout du temps t' (*), 

'(0=i-(-o"i 



(*) IVaprôs le géBéral Piobert, on a r' = 0**067 pour la poudre à canon. 
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pour f^fy et 

pour />/'. 

Mais l'obseryation parait indiquer que les choses ne se 
passent pas précisément de cette manière, et notamment que 
le temps employé par le projectile pour parcourir Tftme est 
plus petit que Z'» quoique la charge soit presque entièrement 
brûlée; c'est ce qui conduit à admettre que» dans les pre- 
miers instants qui suivent l'inflammation, avant que le projec- 
tile se soit déplacé d'une manière appréciable, les grains de 
poudre, sous l'énorme pression à laquelle ils sont soumis, se 
brisent en fragments dont la combustion est d'autant plus 
rapide que leur volume est moindre. 

Le mode de combustion de la poudre dans les armes à feu 
est donc un intermédiaire entre celui où les grains se consu- 
meraient isolément et à l'air libre, et celui où ils se divise- 
raient en fragments assez petits pour que l'on pût consi- 
dérer la combustion de la charge comme instantanée. Dans 
lous les cas, soit que l'on se place dans les conditions de la 
réalité, soit que l'on fasse l'une ou Tautre de ces hypothèses 

limites, on pourra toujours représenter par <p \-^ la fraction 

de I kilogramme de poudre brûlée, au bout du temps /, dans 
une arme à feu, la fonction f étant donnée par la formule (y), 
ou égale à l'unité, selon que l'on admettra l'une ou l'autre 
des hypothèses précitées. 

Ces considérations une fois admises, soient 

Il == 6i9'^''S5 la chaleur dégagée par la combustion de i kilo- 
gramme de poudre; 

c' la chaleur spécifique sous volume constant des produits 
de la combustion de la poudre, que nous considérerons 
comme constante; 

T = p la température de la flamme de la poudre; 

^ la température uniforme que posséderaient les produits de 
la combustion de la poudre si, sans que le volume fdt 
changé, tout mouvement venait à cesser dans leur masse. 
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La quantité de chaleur produite, au bout du temps t, par la 
combustion de la charge, a pour valeur 



pQ.7(7)>i=pQ.?(0-% 



et, comme on peut supposer, sans erreur appréciable, que la 
température initiale de la poudre est zéro, la chaleur sensible 
acquise par les produits de la combustion a pour valeur 



Q.,[Ç)c% 



en y comprenant, d'après le n*» 46, le terme correspondant à 
la demi-force vive de la charge. La quantité de chaleur trans- 
formée en travail est donc 

et le travail correspondant 

mais le même travail est aussi représenté par l'expression {b); 
il vient donc, en l'égalant à la précédente. 



2 



l^^c'g^{jj 



équation de laquelle nous allons chercher a éliminer l'in- 
connue 6. 
Soient, à cet effet, 

ôat $g les poids spécifiques absolu et apparent ou gravimé- 
trique de la poudre, rapportés au mètre cube ; 

n le poids de matières gazeuses contenues dans i kilogramme 
de produits de la combustion; 

a le coefficient de dilatation des gaz; 

L la distance initiale du projectile à la bouche de l'arme, aug- 
mentée de la hauteur du cylindre ayant pour base la sec- 
tion Î2 de l'âme, et équivalant au vide initial formé à l'arrière 
du projectile ; 

jf L la hauteur de ce cylindre; 
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I L la hauteur du cylindre de base Q, équivalant au volume de 
la charge. 

Le volume jf Lu est égal au volume du vide compris entre 
la charge et Tàme, augmenté de celui 



.«(^ i).aa(.-i) 



des interstices qui séparent entre eux les grains de poudre. 

D'après les expériences de MM. Schiscbkoff et Bunsen (*), 
exécutées sur une poudre particulière, différant peu par sa 
composition de la poudre de guerre française, les produits de 
la combustion sont formés à peu près de | de matières solides 
et de 7 de matières gazeuses. Le poids spécifique du résidu 
solide à i8 degrés, estimé de la même manière que Sm* ig, se 
trouve seulement réduit à i5oo kilogrammes à 334o degrés, 
température maximum delà flamme de la poudre. On pourrait 
donc représenter approximativement le poids spécifique à 

0** de ce résidu par l'expression A = ^j A* étant le poids 

I -h p0 

spécifique à zéro et (3 un coefficient constant; mais comme, 
dans ce qui suit, le'coefficient A ne doit affecter que des termes 
relativement petits, pour simplifier nos formules nous le sup- 
poserons constant et égal à sa valeur moyenne 1940 kilo- 
grammes, ou encore tout simplement au poids spécifique £« 
de la poudre, qui ne diffère du chiffre précédent que de 777 de 
sa valeur. 

Soient maintenant p, P le poids spécifique et la pression du 
gaz provenant de la combustion de la poudre, et supposé ra- 
mené au repos ou à la température 0. Le volume total compris 
entre le fond de l'âme et le projectile, diminué du volume 
occupé par la partie non encore brûlée de la poudre, est, au 
bout du temps /, 

mais, comme nous négligeons les pertes de gaz parla lumière 

{*) Annétles de Poggendorff'; iSbg, 
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el Tespace compris entre le projectile et rftme, ce yolume est 
entièrement occupé par le résidu et les gaz résultant de la 
combustion ; il vient donc 



OU 



Le rapport v atteint sa plus grande valeur lorsque la poudre 

est complètement brûlée sous son propre volume (ce qui 
aurait lieu dans l'arme au moment de l'inflammation, si la 
combustion était instantanée) et, en partant des données four- 
nies par MM. Schischkoff et Bunsen, on trouve que ce maxi- 
mum est environ 0,28. 
Lorsque le projectile arrive à la bouche de l'arme, on a 

s= L— /L 
et 

©=■■ 

si la combustion est complète à cet instant; et, en remarquant 
que iiQ = QiLSg, la formule (c) donne, dans cette hypothèse, 



? 



ou tout simplement 



T- T' 

14-/2* -J- 






a 



en négligeant le carré de ni ^^ qui est une petite fraction, 

comme nous le reconnaîtrons plus loin. 
En remplaçant dans l'équation (c) le rapport j- par la 

demi-somme o, 14 h — -é des valeurs limites que nous venons 

2 Ou 

de calculer, nous ne commettrons pas une erreur notable, et 
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nous éviterons en même temps une grande complication dans 
nos formules finales; nous aurons ainsi 

D'après MM. Schischkoffet Bunsen, le poids spécifique des 
gaz, résultant de la combustion de la poudre, est 1^^525 à o^, 
sous la pression d'une atmosphère; de sorte que si l'on pose, 
d'après les propriétés connues des gaz, 

I H (1-4- a©) 

_ = ____, 

formule dans laquelle 

_- io333 ^«^« 

réquation ci-dessus devient 

(d) a?(s-i-jL) = /ipHQ^o,86- ^ ^^ (,4- aG) y^i) . 

La pression P que prendraient les produits de la combus- 
tion, si subitement, leur volume devenant invariable, tout 
mouvement disparaissait dans leur masse, n'est pas connue ; 
mais elle doit être au moins égale à la plus grande p' des 
pressions intérieures dans l'état de mouvement; elle ne doit 
même pas différer beaucoup dé cette dernière en raison de 
la faible accélération que prend, avec le fond de l'âme dans 
le recul de l'arme, la couche de gaz où l'on mesure p' et qui 
se trouve ainsi presque à l'état statique. Nous pourrons donc 
prendre approximativement P =;= p', et l'équation (d) devien- 
dra, en y remplaçant />' et par leurs valeurs tirées des for- 
mules (P) et(i), et négligeant devant l'unité les termes du 

second ordre en e et >}, ainsi que la petite fraction-^» 



(») 



, .- . d^s waH / «- ni o \ ds* 

."JlÏ£„*..,,(o.,6-ï^)(,^.T„(i) 
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Telle est Téquation différentielle du mouvement du projec- 
tile dans rftme de l'arme; mais, pour en faciliter l'application, 
il convient de la mettre sous une autre forme. 
Posons, à cet effet, 



s-i-jL 



Xi fi -^ ^i 






2 

réquation ci-dessus devient 

i> . rfr / i. , as 

etlonaj^=7, -^ =o, pour j? = o ( au lieu de 5 = 0, — =:o, 

pour / = o J>et/:;=i (ou 5=zL— jL), lorsque le projectile 

est parvenu à la bouche de Tarme. 
Posons encore 

et nous obtiendrons 

(4) S=^1?W"'^ 

avec les conditions « ~ m, =7""*", TT ~^* P^"^ :f == o, et Ton 

a tt = I lorsque le projectile sort de Tarme. 

En supposant u exprimé en fonction de Xy on calculera la 
vitesse y du projectile par la formule 

m — I 
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que Ton déduit facilement des équations précédentes et de la 
formule (ce) en négligeant ~ devant l'unité. 

48. Réduction en nombres des coefficients qui entrent dans 
Vêquation du mouvement des boulets dans les canons rayés, 
— Applications. — On a 

a = 0,00867, 5^=9,8088, A=4îi5, 
Y = 0,425, i'= 0,067 (d'après Piobert), 

a 

wr=o,3i4, c'=o, 18547, T = 334o'» 

(d'après MM. Sghischkoff et Bunsen), 

H =6358,8; 

d'où 

o,o4635 - ^^ .. 

a= (0,86 — 0,001), 

fi. 

6 = 1162, a. — ^^ (0,86-0,066/) ( ^"^^.~'' )' 

2 

Pour les pièces de 12 de siége> on a 

Q = ii**,48o, 8 = 0,008, fA = o,io45; 
tanga=o,i3, ar= 0,121, 



Longueur de Tâme 2,002 

Longueur de la charge o^ i45 

Diamètre de la charge 0,112 

7. =0,11 (•), 

et, en prenant/— 0,3, on trouve 

Yi = o,oo5. 



_t. 



(') Le calcul du moment d'inertie ~R' du boulet a été effectué d'après une 

figure résultant du profil réel, dans lequel on a remplacé par des droites les 
arcs courbes d'une faible flèche. 
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On obtient ensuite sans difficulté, en tenant compte du vide 

annulaire compris entre le fond de l'âme et la charge et du 

vide formé par les interstices qui séparent entre eux les grains 

de poudre, 

/L = 0,093, 

d'où 

L = 2,002 — 0,145 -h./L ■= i",95o, 

y= 0,048, 
i = 0,061, 
a = 0,08773, 
ù =23,690, 
m= 0,927, 
^ = 24,594, 
"i"*" = J^' = o 1 79522, 

49. Du mouvement que prendrait un projectile dans une 
arme à feu si la charge se consumait instantanément. — Dans 
cette hypothèse, ^(j;) = 1 et l'équation (4) devient 

<4') 
d'où 

(6) 

et l'on a, en vertu de l'équation (5), pour la vitesse Vi k la 
sortie de l'arme, 





rtir» - *" • 


du 
dx~ ' 


i/i^^»"" <"'y> 



(7) 






formule dans laquelle t' n'entre qu'en apparence, comme il 
est facile de le reconnaître et ainsi que cela devait être. 

En appliquant cette formule au cas d'une pièce de 12 de 
siège dont les éléments numériques ont été donnés ci-dessus, 
on trouve 

[e) V,= 333~^3. 

Ce chiffre diffère trop peu de celui de 333 mètres qui ré- 
sulte de l'expérience, d'après les documents qui nous ont été 
communiqués en i865 d'après les ordres du Président du 
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Comité d'Artillerie, pour que l'on ne puisse considérer cette 
coïncidence comme étant le résultat du hasard. Aussi ayons- 
nous cru devoir appliquer la formule (7) à deux autres ca- 
libres pour lesquels nous avons formé le tableau suivant : 

POIDS. TITES8E. 

dn projectile, de la charge. obferrée. calenlée. 

gr m m 

, j n*^ i 3oo 262,1 285, o 

4 de campagne.... 3,990 j ^^^ 3^^'^ 3^^'^ 

4 de montagne. .. . 3,990 3oo 248,1 260,7 

Les différences entre les résultats de la théorie et ceux de 
l'expérience sont d'autant plus grandes que l'âme est plus 
courte, ce qui s'explique soil par les variations du vide en ar- 
rière du projectile, qui ne joue aucun rôle lorsque la longueur 
d'âme dépasse une certaine limite, soit en admettant que 
quelques parcelles de poudre ne sont pas brûlées lorsque le 
projectile sort de l'arme (*). 

(') En supposant que la charge en poudre comprimée du canon de 7 se 
consume instantanément, on ne peut obtenir qu'une limite maximum de V, et 
que nous avons cherché à calculer au moyen de la formule (7). 

Pour cette bouche à feu, on a 

Longueur d'âme i , 873 

Diamètre o,o85 

Pas des rayures 1,800 

Une charge de i^S,i3o occupe une longueur de 0™, 35o; son Tide intérieur a 
o™,o52 de diamètre ; la vitesse initiale correspondante obtenue par expérience 
est de 390 mètres. 

On déduit de ces valeurs, en remarquant que Sljl est égal au vite intérieur 

de la gargousse, 

L=:i,6|5, a = o,o363, 

yui = 0,l64i ^:= 57,860, 

e= 0,008, X = 59,960 

g=z o,o53, m = 0,989. 
i = 0,096. 

ttj-"» =/*« = 0,8079. 

La formule (7) donne, par suite, pour la limite maximum cherchée^ 

V» = 4i5™, 
gui ne diffère pasl>e&ucoap du résultat de l'expérience. 
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Revenons au canon de 12 et proposons-nous de déterminer 
la durée du parcours du projectile dans Tâme de la pièce 
dans les conditions où nous nous sommes placé plus haut. 
On tire de Téquation (6) 



t = xt!=^t' 



h — m /*"# du 

V ^^ ./o v^it' "*-«;- 






OU, en intégrant par parties. 



et» en effectuant les calculs numériques, on trouve (') 

t= o*,ia7«'= o',bo85, 

chiffre qui ne diffère pas beaucoup dé l'appréciation des ofG- 

ciers d'artillerie attachés aux Écoles, qui estiment à rrô ^^ 

seconde environ la durée du parcours du projectile dans 

rame. 

Pour obtenir la vitesse moyenne V« du projectile dans ce 

parcours, il suffit de remplacer dans la formule [oc) du n® 3 

ds Lli—j) . , , ,. , . /. 

--r par — î^ — ^Y> ce qui donne, en négligeant la petite frac- 



Me 
tion ~ j 
2 



^"^ o,oo85 ^^^ ' 



soit environ les | de la vitesse à la bouche de la pièce, valeur 

à laquelle nous sommes arrivé plus haut. 

V 

Il est facile de voir a priori pourquoi Ton trouve V„> — ' -, 

car, si Ton prend t pour abscisse et V pour ordonnée, on ob- 
tient une courbe dont le coefficient angulaire de la tangente 
à l'origine représente l'accélération initiale du projectile due 



(*) Dans ce calcul, Tintégrale du second membre de Téquation (8) a été 
obtenue en appliquant la méthode de quadrature par approximation de 
Poncelet, en dÎTisant la base de Taire en vingt parties égales. 
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à la pression de la poudre, pression qui est énorme d'après 

l'hypothèse admise. Il suit de là que cette tangente est très- 

inclinée sur l'axe des abscisses, et que, par suite, la courbe 

passe au^lessus de la droite qui représenterait le mouvement 

uniformément accéléré capable de produire la même vitesse Vi 

à la bouche de la pièce. Nous devions donc arriver, pour la 

y 
vitesse moyenne, à une valeur plus grande que celle -^> qui 

correspondrait au mouvement uniformément accéléré. 

Dans l'hypothèse actuelle, l'équation (i) peut se mettre 
sous la forme 

(9) T-6 = ii±4=iî]i:, 

et donne, pour une pièce de 12, 

= 3340** — o,oo65o94V', 

et, en remplaçant dans cette formule V par sa valeur (e), on 
obtient pour la température du gaz, au moment où le boulet 
sort de la pièce, 

9, = a645^ 

On voit ainsi, par la faible différence relative entre T et di, 
que la principale cause du faible rendement des pièces de 
canon est due à l'énorme température que possèdent encore 
les produits de la combustion de la poudre lorsqu'ils cessent 
d'agir sur le projectile. 

50. Si, en vue de simplifier les calculs, on négligeait devant 
l'unité £ et les fractions/ et a, qui n'atteignent pas yt ^^^^ 
le cas d'une pièce de 12, m devenant égal à i, l'intégrale de 
l'équation (4') serait 



g=y/>ilog^ = 0Mog^« 



et l'on aurait, en se reportant à l'équation (5), 



(10) V, = ^V^— a^lognépy , 
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d'Où Ton tire, pour le cas précité de la pièce de 12, 

V, = 359, 

chiffre dont le rapport à celui de la vitesse observée est o,ga5. 
La formule (10) ne pourra donc être employée qu'autant 
que les résultats de l'expérience, dans les différentes circon- 
stances qui peuvent se présenter, comparés à ceux que don- 
nera la formule, seront entre eux dans un rapport sensible- 
ment constant et voisin de 0,92, rapport par lequel on devra 
multiplier le second membre de l'équation (10), pour qu'elle 
donne exactement les vitesses V|. 

51. Considérations sur V hypothèse de l'instantanéité de la 
combustion de la poudre. — .Si l'on considère que dans la 
réalité rien ne se produit instantanément, la coïncidence 
remarquable entre les résultats obtenus par l'expérience et 
par nos inductions théoriques, pour la vitesse d'un boulet 
de 12 à la sortie de la pièce, doit paraître fort singulière au 
premier abord, et l'on serait tenté de l'attribuer au hasard. En 
cherchant à éclaircir ce point litigieux, nous avons été con- 
duit à nous poser la question suivante : Parmi toutes les lois 
imaginables relativement à la combustion de la poudre dans 
les armes à feu, uniquement assujetties à remplir les quelques 
conditions que nous savons définir, ne peut-il pas y en avoir 
une au moins qui, au bout d'un certain temps compté à par- 
tir de l'instant de l'inflammation, ou après un parcours plus ou 
moins long du projectile dans l'âme, conduise à des vitesses 
très-sensiblement équivalentes à celles que l'on obtient en 
supposant la combustion instantanée? Dans l'affirmative, en 
regardant u comme une abscisse et la vitesse V comme une 
ordonnée, on obtiendra deux courbes qui pourront être fort 
différentes l'une de l'autre dans le voisinage de leur point de 
départ, mais qui, à partir d'une certaine abscisse, pourront 
être considérées comme coïncidant l'une avec l'autre. 

Pour résoudre cette question, nous ferons remarquer, en 
premier lieu, que l'on peut admettre indifféremment que la 
loi de la combustion de la poudre dépend de l'une ou l'autre 
des deux variables u et /, qui sont fonctions l'une de l'autre. 



. I 
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et que rien ne s'oppose à ce que l'on puisse la représenter 
par 

«étant la base du système des logarithmes népériens et k un 
nombre entier positif; car la valeur initiale de cette fonction 
est nulle, et, si k est suffisamment grand, on aura sensiblement 
(p 1= ly après un temps plus ou moins long. 

En remplaçant, dans l'équation (4)* 7(^) par sa valeur (ii), 
on obtient 

d'où, en intégrant, 

du 



Pour des valeurs de u très-voisines de k«, le second terme 
du radical peut avoir une influence appréciable sur celle de 

du 

--T-', mais cette Influence ira en diminuant, à mesure que u 

croîtra, et l'on peut concevoir que k soit assez grand pour 
que, à partir d'une valeur de u au plus égale à l'unité, le 
second terme du radical devienne insensible et négligeable 
vis-à-vis du premier; on retomberait alors sur l'équation (6) 
établie dans l'hypothèse admise à priori d'une combustion 
instantanée. On voit ainsi comment cette hypothèse peut con- 
duire, pour les vitesses à la sortie de l'arme, à des valeurs qui 
se rapprochent beaucoup de celles que donne l'expérience; 
mais les vitesses calculées de cette manière doivent être trop 
fortes pour les premiers éléments du chemin parcouru dans 
l'âme, et la formule peut, par suite, donner des résultats trop 
faibles pour le temps employé par le projectile à sortir de 
l'arme, ou trop forts dans le calcul de la vitesse moyenne. 

52. Calcul approximatif de la vitesse d'un projectile à sa 
sortie d'une arme à feu y dans l'hypothèse où la charge se 
11. 26 
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consumerait graduellement comme à l'air libre, — En sup- 
posani 

l'intégrale de Téqualion différentielle 
devant satisfaire aux conditions 

"=-' ' rf^="' 

pour x = o, ne paraît pas pouvoir s'obtenir au moyen des 
fonctions que nous connaissons. Nous avons essayé de déve- 
lopper u en série ordonnée, suivant les puissances ascendantes 
de x; mais, dans l'application, on ne peut être sûr de la con- 
vergence que pour des valeurs tellement petites de cette va- 
riable, que la série ne peut être d'aucune utilité pratique (•). 
Nous avons donc été réduit à employer la méthode d'approxi- 
mation ci-après pour trouver la vitesse du projectile à la sortie 
de l'âme. 
Posons, pour simplifier, 

_ du 
dx 

f^dx = ?f! ^,_ 1^ + J) = /(x), 

Désignons par a., Vn les valeurs de u, v^ que nous considère - 
rons comme connues , correspondant à celle Xn de Xy et 
proposons-nous de trouver approximativement les valeurs que 
prennent ue\ v en donnant à x^ un accroissement que Ton 
pourra supposer aussi petit que l'exigeront les circonstances. 
On devra prendre l'intégrale de l'équation (4) à partir de 

(*) Voyez^ à ce sujet, la Note placée à la fin de ce paragraphe. 
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x^=Xn\ mais la fonction u augmentant avec x^ si on la sup- 
pose égale à i/„ dans le second membre de cette équation, on 
obtiendra* pour u et v^ par l'intégration, des valeurs trop 
grandes u'^ v\ que Ton calculera par les formules 






(i3) ' 



'C 



et l'on trouvera des valeurs trop petites 

«"=«.+".(*-*.) + 4 [F(*)-FK)], 
(i4) { 1 

^=''.-t-^[/W-/(^J], 

en remplaçant dans le second membre de la même équation 
u par u'. 
Si l'on prend 



u'-h u' 

"■ — — ; — 

(•5) 

P -H V 



les erreurs relatives commises seront respectivement infé- 
rieures à 



u'—u" v' — P* 



nu" ' ap" ' 



et pourront être aussi faibles que Ton voudra, en donnant à 
Taccroissement x -- Xn une valeur suffisamment petite. 

Les valeurs (i5) ainsi déterminées permettront, de la même 
manière, de calculei! celles qui correspondront à un nouvel 
accroissement donné à x^ et ainsi de suite. On pourra donc 
obtenir les valeurs successives de Uj v k partir de ^ = o jus- 
qu'au moment où celle de u atteindra l'unité. 

Cette méthode, appliquée au cas d'une pièce de 12 de 
siégCi dont nous avons donné les éléments numériques au 

26. 
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n® 48, nous a conduit» avec une approximation très -satisfai- 
sante, aux résultats suivants : 



u 



I 
i_ 

40 

I 

2ê 
i 

I 

1 a 
1 
f 
j. 

7 
f 

T 
il 



o 


0,041 


0,281 


0,043 


o,43i 


0,046 


1,432 


0,059 


2,i56 


o,io5 


3,254 


0,228 


3,887 


o,35o 


4,a95 


0,447 


4,7^9 


o,6o5 


5,298 


0,820 


5,582 


0,967 



En supposant la proportionnalité des différences, on trouve 
ensuite 

X = 0,224, 

d'où 

i = i'x = o%oi5, 

tlu 
. = ^ = 5,648. 

pour « = I, c'est-à-dire lorsque le projectile est arrivé à Fem- 

bouchure de la pièce; et l'équation (5) donne pour la vitesse 

cherchée 

V,= i6o"»; 

enfin on a, pour la proportion de poudre non brûlée, 

(i — x*) = 0,427. 

On voit ainsi que, dans l'hypothèse actuelle, lorsque le pro- 
jectile sort de la pièce, la moitié de la charge seulement serait 
brûlée, et la vitesse ne serait que la moitié de celle que donne 
l'expérience ou le calcul dans la supposition d'une combus- 
tion instantanée de la charge ; cette hypothèse n'est donc pas 
admissible, ce qui est conforme à nos prévisions. 
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NOTE- 
INTÉGRATION PAR SÉRIE DANS l' HYPOTHÈSE OU LES GRAINS DE POUDRE 
DE LA CHARGE SB CONSUMERAIENT COMME A L'aIR LIBRE. 



Posant, pour abréger, 



« = «-'", 



d'après l'égalité symbolique connue 

-Sr- = (« + «')". 

on a, en remarquant que les dérivées de la fonction <p, d*un ordre supé- 
rieur au troisième, sont nulles, 

fl^"y.z _ d^z , d'^'z nln — i) „ d^'^z 

daf" ~'^daf'^^''^ daf'-''^ a '^ £/x»-^ 

n{n'-i)(it'-'2) ^ d^-^z 
Mais on a, en vertu de Téquation (4), 

d'où l'on déduit, par ce qui précède. 



6 ^ daf' 



& 



Cela posé, de la relation z = «"•" on tire 

dz #„.,\ dii 

dx dx 

d^^ I \ U-U2Î du} /,_,x d^u 

//se' ^ dx' dx' 

d^z , ., . i^^^\ du^ ^ , . i^ty dx d^ii 1^.,'id^u 



= — /w(/w-hi)(/w-h2)a-^'"-*"^^ ^ -h3/»(/w -}-i)a-^'"^'' ~ ^ — /wii-^*-^ 



i) 



4o6 TROISIÈME PARTIE. 

Pour X = o, chacune de ces dérivées se réduit à son dernier terme, 
puisque la somme des termes précédents est une fonction entière de -z-t 

dont la valeur initiale est nulle. Si donc on désigne par (-rji ) et A„ les 

valeurs respectives de -r^ ? ^^ pour j: = o, on a 

(*^ ' (S), =-'"«•'"""• ^-' 

et comme 

7(o)=o, 9'(o) = 3, y''(o) = -6, r(o)=6, 

les équations (g) et (h) donnent en6n 

(i6)A, = -^"-^[3A._3-3{«-3)A..,^-(«-3)(«-4)A..J, 

Ut 







relation qui n'a lieu que pour /7 > 5 ; car, pour /i = 5, le dernier terme de 

l'équation [g) dépend de ( -j-j J ou de z^^ et l'équation (/*) suppose /i> o. 

L'équation (i6] permettra donc de calculer successivement les coeffi- 
cients A^ de la série 

«=y°— 4 — ^. 

lorsque Ton connaîtra les six premiers, dont nous allons maintenant cher- 
cher la valeur. 
Les conditions initiales du mouvement donnent 

K=^o=/'\ A, = o, 
et l'équation (4) et ses dérivées première et seconde, 

. 4 A ^^ 4 ^^ A ^^ 

(0 Aj^^o, A3=— -, A.- -5 A^= -jz' 

Au moyen de l'équation (i6] et de ces valeurs on formera les suivantes : 

A,= 2.3\5. -zrr:--z:> 



A,=— 2^6^7. 



a?-^' «7 



) 



. _ 6*.7mX' f / 3/wX \ 
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Si Ton observe que «7 " ' est une petite fraction , on reconnaît sans 
peine que, à partir de A,, les coefficients A,, croissent rapidement, et 
que, par suite, on peut approximativement réduire la formule (i6) à la 
suivante : 

(ï7) A. — — ^ ^—r A„ », 

pour /i > 8, ce qui facilitera beaucoup le calcul de ces coefficients. 

Les formules (1), (y) et (17] font voir que les mêmes coefficients A„ 
sont alternativement positifs et négatifs; il suffit donc que la série soit 
constamment et indéfiniment décroissante pour être convergente, ce qui 
ne pourra avoir lieu que pour des valeurs de x suffisamment petites, 
du ïnème ordre de grandeur que u^-^^. 

De réquation (17) on tire 

K ^ ^ — a A„., ^ 

A 

d*où, en désignant par T„ le terme f a^ de la série, 






T T 

On voit ainsi que, si =~ < i, on aura à plus forte raison =~ < i. 

Or, comme on peut former à partir de 6 toute la série des nombres en- 
tiers, en ajoutant successivement trois unités aux nombres 7, 8, 9, pour 
que la série soit décroissante il suffit que, en ne considérant que les 
valeurs absolues, on ait 

T T T 

rp ^^*) »p ^^') 'p ^^*> 

8/0 

OU, en négligeant dans Aj, le nombre 8 devant ^^^ ? 

X <, r — 5 a:<— , x<--=* 

mk 7 i5 

La première de ces conditions est la seule dont on ait à se préoccuper, 
car elle donne une limite inférieure de x qui est une très-petite fraction, 
ce qui n'a pas lieu pour les deux autres. 
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Dans le cas d'une pièce de 12 de siège, on trouve, en effectuant les 
calculs, 

«=: o,o4i -^ a;* (239.7 — ii9.8j:-4- 24^*— 2624900:* 

-f-28i225x* — i3i243j:*-i- 149044 oGoj:*. . .), 

et la limite inférieure ci-dessus de x\ pour que Ton soit sûr de la con> 
▼ergence, se réduit à 0,001094 \ d'où il suit que, si Ton ne conserve que 
les millièmes dans la détermination de la valeur de u, la série précédente 
ne peut être d'aucune utilité. 
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Nous avons cru devoir grouper à la fln de ce Volume 
quelques questions qui nous ont paru dignes d'intérêt; elles 
auraient trouvé plus rationnellement leur place dans le pre- 
mier Volume, mais elles n'ont été posées et résolues que 
postérieurement à sa publication. 

I. — De V influence du vent sur le mouvement des projectiles. 

Le vent a sur le mouvement des projectiles une influence très-marquée, 
qui a été principalement mise en évidence dans de récentes expériences 
exécutées à Calais, sous la direction du Comité d'Artillerie. 

Nous allons chercher à établir les modifications qu'il faut apporter aux 
formules relatives au mouvement d'un projectile dans un air tranquille 
(n*" Partie, t. I, n*" 21], pour nous trouver dans le cas d'un vent plus ou 
moins violent. 

Soient ( A/?. 119) 

Fig. 119. 




le centre de la volée; 

0« sa verticale; 

Ox la trace horizontale du plan de tir ; 

Oy la perpendiculaire en à ce plan ; 

Ox, la direction de la vitesse initiale p^ ; 

Oz, sa perpendiculaire en dans le plan zOx\ 

a, l'angle de tir ; 

w la vitesse du vent ; 

^. sa projection sur un axe quelconque Ou, 
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Concevons que l'on imprime au projeclile, dès sa sortie de Fâme, et à 
l'atmosphère une vitesse de translation égale et contraire à w. Le mou- 
vement du projectile aura lieu dans un milieu tranquille et sera rapporté 
aux axes Ox, Oj, Oz, considérés comme fixes dans l'air, en vertu d'une 
vitesse initiale résultant de la composition de v^ et — w. 

Nous accentuerons les lettres représentant les éléments qui se rap- 
portent à cet état de choses hypothétique. 

Si l'en néglige le carré de — * devant Funité, on voit que «^^ ne sera mo- 

difié que par — w^ et que l'on a 

L*angle «^ éprouvera une variation due à ce que — w^ est venu se com- 
poser avec %, d'où 



Si 



Soient 

s l'angle formé par le plan de tir fictif avec le plan de tir réel zOjo ; 
OS la trace horizontale du premier de ces plans ; 
0>3 sa perpendiculaire dans le plan xOy. 

L'angle e étant celui que forme avec Ou: la résultante de p^ cosa^ et 
— Wj., on a 

(3) e= -«'-- 

Soient maintenant 



P^COSa^j 



•^o=/(»'o? «0» 0» /o = /i (♦'o» ^=^0» 0» «0 = /î ( 'V «0» 

• 

les coordonnées, au bout du temps /, du centre de gravité d'un projectile 
qui se meut dans un air tranquille, en vertu de la vitesse initiale p«, sous 
l'angle de tir a^. 

Nous aurons évidemment, dans le cas actuel, en désignant par S, vj des 
coordonnées du projectile parallèles à OS, Om, 

(4) (-n^.Y—w ^-^w -^, 



dz^ dz^ 

z= z.— w. --r^ — w. — nr-> 
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d'où, en remarquant que les coordonnées du mobile, suivant Ox, Oy, 
sont j: = ? — >îs, j= n -h Çs, 

'1 di^^ *i P^c?a^ -^^ «'«COSa^ 
(5) /r=r— tv ^ — (V -^i j. '^'^y , 



dz^ dz^ 

Z—Z^ — W. -T^ — w. • 



• *\ dv^ *» if^dv. 



Les coordonnées de la trajectoire réelle sont celles qui se rapportent à 
trois axes parallèles à Ox, 0/, Oz et dont Torigine se déplace avec la 
vitesse — w ; elles ont ainsi pour expressions 





X — X -^ w^t, 


, 


Y =jr-i-(v^t, 




Z — Z-+- wj. 


Si donc nous posons 




/ A ^0 

l ^X.= — W -y^ 

1 *' du^ 


dx^ w 






„. ''/. ^ *"' 




I A ^«i 

^z^ = — w -7-= 

\ • 'i dv^ 


^^0 
— «'z -— jT- -t- fï', ^, 


nous aurons 





«'x^ 



«'r'i 



(7) j Y =/«-H- Are. 

Le projectile tombera sur le sol au bout du temps donné par Téquation 

H = ~«o = --/i(^» «0.0- 

Soient T la durée du trajet dans un air tranquille, dont la valeur est 
fournie par Téquation /, (p^, «o, T) = g; T-+- AT celle que nous cher- 
chons ; il est clair que nous aurons 

V étant la vitesse de chute; on déduit de là 

Az 
AT = — — *• 
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Les valeure correspondantes de x„ y^ seront, par suite, 

formules dans lesquelles x^^ y^ se rapportent au temps T. 
On déduit de ce qui précède 

Y = y. + Aj.+ ^Az.. 

Dans ces formules, X, Y représentent respectivement la portée et la 
dérivation, X«, Y^ les valeurs correspondantes dans le cas d'un air en 
repos. Si nous posons, pour nous conformer aux usages, 

X-P, X,= P„ Y-D, Y,==D„ 

et, de plus, 

nous aurons 



P =r P, -+- (V 










W ç 

•<'. cosa. p * ' ' 

(8) ' 



• 'I V d(>, vj -1 V ^,dcL^ ^J 



tv P 
— P, ^ ^wT-\-wT. 

Telles sont les formules que nous avions en vue d'établir, et qui se 
prêtent facilement au calcul quand on a des Tables de tir à sa dispo- 
sition. 

II. — Influence de la résistance de l'air sur le mouvement du pendule 

à oscillations elliptiques. 

Reportons-nous au n** 27 de la deuxième Partie. Si nous négligeons le 
mouvement de rotation, relativement très-lent, de Tellipse décrite en pro- 
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jection horizontale par l'extrémiié du pendule, nous sommes ramené à 
résoudre le problème suivant : 

Un point matériel est sollicité par une force dirigée vers un centre 
fixe et proportionnelle à la distance du mobite à ce centre, sous l'action 
de laquelle il décrirait une ellipse ; déterminer les variations des éléments 
de l'elUpse résultant de l'action d'une force perturbatrice comprise dans 
. le plan de la courte. 

Équations générales. — SeieDt (j^'. 120) 




le centre d'attraction ; 

m la position du mobile au bout du temps /; 

V la vitesse correspondante, représentée par la droite m<' ; 
9 = 01 la distance de mv au point O; 

r le rayon vecteur Om ; 

t l'angle ItnO; 

<f == fi'i- l'accélération centrale, fx étant une constante ; 

V l'uccéiératioa due à la force perturbatrice ; 

V et f ses composantes suivant mv et la perpendiculaire en m à Om ; 
m, la position du mobile au bout du temps t-i- di; 

V, = m, !>,, </, sa vitesse en ce point et sa distance au centre 0; 

ds — Vdl l'élément de cbemin mm, ; 

a, b le demi-grand axe et le demi-petit axe de l'ellipse que décrirait le 

mobile, si, arrivé en nt„ il ne possédait que l'accélération y. 

Le principe des aires, donne 
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d'où 

(l) ^^==^^' 

V 

Il suit de là que ~ et rsont deux diamètres conjugués de l'ellipse, et, 

r 

comme conséquence, que Ton a la relation 
(a) a'-^b' = ^,-^r\ 

Si, sur la perpendiculaire en m à mQ, on porte de part et d'autre de w 

V ' 

les longueurs mk, mB égales à -) on aura 

a = OA, b= OB, 

et le grand axe de l'ellipse sera dirigé suivant la bissectrice z de l'angle 
AOB. 
La vitesse V^ étant la résultante de Y, rfdt, Wdt, on a 



\^q^ = Yq-h'¥''rdt, 



d'où 



(3) d.Yq^^^'rdt^W^ds, 

par suite 

d,ab= — TT^ï 
fxV 

Wr 

(4) adb -f- bda ■= —^ ds. 

Si l'on remarque que V, — V = rfV est égal à (f'dt -+- Wdt, l'équa- 
tion (a) différentiée dôme 

ada-h bdb = ~ (f -+- Y')d!f -f- rrfr; 

mais on a 

—5 (f dt -t- rdr = o , 

puisque cette somme se rapporte au point m^ considéré comme situé sur 
l'ellipse tangente à mp. Il vient donc 

{5) ada^ bdb = —^ds. 
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Des équations (4) et (5) on tire 

L'équation (3 ) peut se mettre sous la forme 

, -, . Wrds 

a.yrsini = — ^—j 

d'où, en développant et remarquant que les termes en eir et rf'dt donnent 

un résultat nul, 

, , , V" -- H'' sin « . 

(7) «« = xfï «^• 

^ ' ' V* cose 

Soient Ox un axe fixe situé dans le plan du mouvement, 0, u des angles 
que forment Om eiOz avec cet axe. Les triangles ÂO/ti, BO/n donnent 

. <C\ Vcoss 
fia 

(8) { 

• ^^^ Vcose 

et Ton voit que 

w = = ô H- - V AO m — BOm) , 

d'où, en ne conservant que les termes qui ne dépendent que de Y, puisque 
^es autres doivent se détruire, 



(9) 



£/w = -d{AOm — mm). 



En différentiant convenablement les formules (8), cette équation fera 
connaître, en fonction des éléments de la question, le déplacement élé- 
mentaire du grand axe de Tellipse. 

Application au pendule. — Fariation du grand axe de V ellipse. Arri- 
vons maintenant à la question du pendule.' Supposons que l'accéléra- 
tion Y soit dirigée en sens inverse de la vitesse, et qu'elle soit de la 
forme 

p étant une constante; nous aurons 
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et la première des formules (6) devient 






ou, en vertu de Téquation (a), 

(10) da = -^^,(a^-r^)ds, db = - -,?±^, (r* - b^)ds. 

Cas du pendule à oscillations planes, — On a 

^ = o, ds — dr^ 

et, en intégrant entre les limites r — — a, r = a, on trouve, pour la 
variation de la demi-amplitude, après une oscillation simple, 

(il) ^fli= — Apfl» = _ i,33pa% 

ce qui est conforme à ce que nous avons obtenu au n^ 24 de la deuxième 
Partie. 

Cas d*un pendule à oscillations circulaires. — Si nous désignons 
maintenant par 6 Tangle polaire mOz, et que nous posions ^' = a' (i— p), 
réquation de Tellipse prend la forme 

~ i~pcos'ô' 
et la première dés équations (lo) devient 

Si, à un certain instant, Tellipse se réduit à un cercle, on a 

p = o, ds = ad9^ 

et, en intégrant = o à d == tt, on obtient, pour la variation du rayon, 
après une demi-révolution, 

(i3 ) ^fl = — ^ pa» = - 1 , 57pfl«, 

variation qui, toutes choses égales d'ailleurs, est supérieure en valeur 
absolue à celle qui est donnée par l'équation (i i), dans le cas où les oscil- 
lations sont planes. 

Dans tous les autres cas, on ne pourra trouver Sa que par approxima- 
tion, en exprimant ils en fonction de 6 et développant ensuite en série 
suivant les puissances ascendantes de p. 
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* 

Si Ton remarque que, toutes choses égales d'ailleurs, la valeur de 

— ^donnée par la formule (12) est maximum pour p = o et minimum 

pour p = I, que ds est au plus égal à ar/Ô, on reconnaît que les expres- 
sions (11) et (i 3) sont deux limites entre lesquelles sont comprises les 
valeurs de $a^ quelle que soit l'ellipse décrite; ces limites sont assez rap- 
prochées Tune de l'autre pour que, en ayant égard à la nature de la ques- 
tion, on puisse prendre approximativement, dans tous les cas, 

(14) ^tf= — i,45pû'. 

Déplacement du grand axe. — De ce que V = H'' sine, il résulte 

^s = o ; 
par suite, 

COSÀOm.diAOm) = ( — ^7 V -^r ) = — pcoss rûds. 

^ ' lA \ ay a*) ^ ^aa^ — b 

d'où 

/\ V r' — A' 
rf( AOw 1 = — p coss — ds. 






et de même 



rf{BO/«) = - p cose -T . ,,, , ds ; 

on a donc 

- -, , I Vpcoss / r^ — h^ G^—r' . , 

(i5) rfw = r-î-= TTT / — — — \ as. 

V 
expression dans laquelle on devra remplacer - cose par sa valeur déduite 

des équations (i) et (a), en mettant la première sous la forme 

V . ah 

— sm£ = — • 

Durée du passage d'un maximum au suhant. — Le temps ^/, employé 
par le rayon vecteur pour décrire Tangle », est donné par l'équation 

fl'flfc» = ^abd.Bt^ 
II. - 27 
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d'où 

9t = —j ùà -h CODSt. 

Si donc on désigne par t la durée - d'une demi-révolution de Tellipse, 
par a le déplacement angulaire du grand axe, on a pour le temps cherché 

, a a, { a oi.\ 

III. — Recherche de la position d^un point matériel mobile sur une 
courbe ^xe pour laquelle il est sur le point de quitter la courbe. 

Revenons aux considérations du n*" 23 de la deuxième Partie ( t. P**, 
p. i65) et supposons, pour fixer les idées, que le point matériel m se 
meuve sur la convexité de la courbe fixe. 

Pour que le point reste sur la courbe, il faut que N, soit positif ou que 
la condition 

soit satisfaite. 

Considérons le cas d'un potentiel cp(.r, 7, z); il est clair que R„ sera 
une fonction des coordonnées et nous représenterons cette composante 
par —'^(x, j, z) ; nous distinguerons par l'indice o les coordonnées de la 
position initiale de m et le rayon de courbure correspondant de la courbe 
fixe ; nous aurons 

(a) mç" = mv] -+- ^\_y(x, jr, z) - ^(x„ jr„ zj]. 

Continuons à représenter par 

(3) ^=F(z), 7 = /(z) 

es équations de la courbe. 
En remarquant que 

les équations (a) et (3) permettront de déterminer les coordonnées du 
mobile en fonction du temps, si toutefois l'intégration est possible. 

(^) A la fin de la page i6'6 du premier yolumei on a interverti par inadver- 
tance les signes relatifs à la convexité et à la concavité, comme il est facile de 
le reconnaître. 



I 
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Mais il n'est pas nécessaire que le problème soit complètement résolu 
pour voir si le mouvement aura constamment lieu sur la courbe et, dans 
le cas contraire, pour déterminer les coordonnées de la position de m^ 
lorsqu'il est sur le point de quitter la courbe, position que nous appelle- 
rons, pour simplifier le langage, point de dégagement. En effet, en vertu 
de réquation (2), l'inégalité (i) prend la forme 

(4) >KH-a[y(x, y, z) - y(x.. y„ z,)} ^ ^^^^ ^^ ^^ 

? 

Pour que /», qui, à l'instant initial, se meut tangentiellement à la 
courbe avec la vitesse v^^ décrive au moins deux éléments consécutifs de 
cette courbe, il faut que 

(5) ^^<4'K,7«, ^0), 

ro 

condition que nous supposerons remplie. 

Si m doit quitter la courbe, les coordonnées du point de dégagement 
seront données par les équations (3) jointes à la suivante : 

(6) />'"; + a[yK.r.»)-?K,jr.,».)] ^ ^^^^^^ ^)_ 

Si les trois équations sont vérifiées par plusieurs systèmes {x„ /,, z^) 
de valeurs réelles des coordonnées pouvant satisfaire à la question, il est 
clair qu'il faudra prendre celui qui correspond au plus petit arc 



s = r\'i-i-f\z)-^f{zydz 



de lacourbe, mesuré à partir du point (^oi^si ^0 )• ^'^^ ^'^^ ^^^ P^s ainsi, 
le mobile restera constamment sur la courbe. Nous allons éclaircir cet 
aperçu général par deux exemples : 
1° Soient (fig, 121 ) 

O le centre d'un cercle vertical ; 

Â son point le plus élevé; 

R son rayon ; 

Â/7?0 une courbe comprise dans le plan du cercle se raccordant en Â 

avec la circonférence ; 
/tIq un point déterminé de cette courbe ; 
à la hauteur verticale de ce point au-dessus de Â. 

27. 
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• 

Supposons que le point matériel m, uniquement soumis à Faction de 
la pesanteur, soit placé en /i?,, et que la courbe km^ soit choisie de ma-» 
nière que m puisse arriver on Â. Admettons de plus que, parvenu à 
cette position, le mobile se meuve sur la circonférence; soit Tangle 

Fig, 131. 




formé avec OÂ par le rayon mené à une position quelconque m du mo- 
bile; on a 

ii* = ^g\h -h R (i — C0SÔ)J, 

et la condition (i) devient, dans le cas actuel. 



^^ 



-ï^ [A -+- R(i — cosô)] <5'cos0, 



d'où 



cosO 



ce qui exige que Ton ait 



d'où 



K^"^0 



1(1^0"^'* 



*<î 



11 suit de là que le mobile s'échappera suivant la tangente en A, si la 
hauteur h est au moins égale à la moitié du rayon ; s'il n'en est pas ainsi, 
le mobile se mouvra sur le cercle, et la position du point de dégagement 
sera donnée par la formule 



«»^''=Ks-*-') 



La plus grande valeur de 0^ correspond à ^ = 0| c'est-à-dire au cas où 



APPBNDIGB* 4^1 

m, placé en équilibre instable en A, se déplacerait sous la moindre im- 
pulsion. La position limite du point de dégagement se projette sur OA 
aux I de ce rayon à partir de 0, et correspond à un angle de iS^g' 
environ. 

2'' Supposons que le point m soit assujetti à décrire un cercle de 
centre {/ig, i^a), sous Taction d'une force dirigée vers un point 
fixe C intérieur au cercle, et proportionnelle à la distance r = C//t du mo- 
bile à ce point. 

Soient 

r^ la valeur initiale de r; 

//?fAr la force centrale, fA étant une constante; 

Fig. 132. 










^m 



. -_/ 

s • 

S' 



a la distance OC ; 

1 la projection de G sur Om. 

Le principe des forces vives donne 
et le triangle OC m 

ml = t: • 

2K 

La composante normale de la force étant — mp.ml, la condition (i) 
devient 

« 

(7) 3r»>2^îjl-^r;)+fl»-R'. 

Pour que le mobile commence à se mouvoir sur la courbe, il faut que 
cette condition soit vérifiée pour r = r,, ou que 

ou encore que Ton ait 

II 



4^2 TROISIÈMS PABTIS. 

X étant un nombre inférieur à Tunité et supérieur à 



g' — R» _ / ia \ 



( 
L'inégalité (7) devient 

Le point de dégagement sera donné par l'équation 



"'■m 



et n'existera que si celte valeur est au moins égale au minimum (R — a)^ 
de r\ ou si 



^ R — « 
'0 = 



Si cette inégalité n'est pas satisfaite, le mobile restera indéfiniment sur la 
circonférence. 

En supposant que la force centrale varie en raison inverse du carré de 
la distance, l'équation qui détermine le point de dégagement est du troi- 
sième degré en -; il est clair que si cette équation n'a pas de raoine po- 

sitive, comprise entre a + R et a — R, le mobile ne quittera pas la 
courbe. 



IV. — Solution du problème du choc de deux corps libres, 
mous et parfaitement élastiques. 

Nous avons posé au n"" 131 de la deuxième Partie (t. V) les équations 
générales relatives au choc de deux corps, en négligeant le frottement. 
Nous allons maintenant donner la solution complète du problème, dans 
les cas extrêmes où les corps sont dénués d'élasticité et où ils sont par- 
faitement élastiques. 

La vitesse du centre de gravité de chacun d'eux , estimée parallèle- 
ment au plan tangent au point de contact, restant constante en grandeur 
et en direction pendant toute la durée du choc, ne donne aucun terme 
dans l'équation des moments et l'on peut, par suite, en. faire abstraction 
ou la supposer nulle. 



APPBNDIGS. 4^3 

Soient 

le point de contact ; 

Ox la normale en ce point ; 

Ojr, Oz deux droites rectangulaires, menées par le point 0, dans le plan 
tangent commun en ce point ; 

G le centre de gravité du corps choquant ; 

V,, V sa vitesse avant le choc et à un instant quelconque du choc, que 
Ton peut supposer parallèle à Ox, ainsi qu'on Ta fait remarquer plus 
haut ; 

^0) P91 ^0 ^^ '^ Pi Ç ^^s composantes correspondantes de la rotation instan- 
tanée autour de G, suivant des parallèles Gx^ Gj, Gz menées en G aux 
axes coordonnés ; 

M la masse du corps choquant ; 

Â, B, C ses moments d'inertie par rapport à Gx, G/, Gz; 

H„„= H^ la somme imuv relative aux éléments matériels m et M et à 
leurs coordonnées u, v^ par rapport aux parallèles Gw,, Gp^ en G à 
deux axes rectangulaires Om, Op, menées par le point ; 

dTLg^, dTL^ les moments des quantités de mouvement par rapport à Gif,^ 
avant le choc et à un instant quelconque du choc ; 

W = V — z/? -H 7^ la vitesse normale du point de M ; 

Wg la valeur de W avant le choc ; 

N la réaction normale des deux corps. 

Les quantités qui se rapportent au corps choqué seront représentées par 
les mômes lettres que pour le corps choquant, en les affectant d'un ac- 
cent. 

Nous aurons 

M(V-V.) = -/Nd^. 

3V.^- 3n.„=B(p-p,)-H„[q -q,)-ll^^(n- n,) = zfUdl, 
3It,- 3IL,.--= C{q-q,)-U„(n-n,)-E.^[p-p,) = -r/N<Û, 
M'(V'-V.) = /NA, 
3lLjj— OTL,^ = . . . =0, 

an.; - 3tl;, =r . . . =ystidt, 



4^4 TROISifeMB PARTIE. 

d'où l'on déduit 

(i) M(V-V,)H-M'(V'-V;)=o; 

^s- ^«x = A(/i-'/o)~H,r(/^~/'o)-H„(^-7o) = o, 

^r - ^0^ = B(/>-/^.)- »U^ -^fo)-^rs(P-Po) = - M ( V-V.) Z , 

^.-^^.. =--G(7-î7o)-H«(''-^o)-H,,(/7~/7.)= M(V-VJr, 
W { 31L'^~ DTLlj^rr . . . =o, 

^iL'.-an'o^^... = M',(V'-v;ir'- 

Si Ton pose 

A = ABC- AH^^-BHJ^-CHJy- aH,^H,.H^„ A'= A'B'C. ..; 
z(H^H,,-h CH,,) +^(H,^H^+ BH,,) _ 



P — X * p — . . . , 



(3)^^_^ 



z (H,,H,,-f.AH^J-4-r(AB + H,^) 
7 = ^ ' 7--«M 

les équations (2) deviennent 

In — n^= aM(V — VJ, /i'— /2; = ... ; 
i7~7,= 7M(V~Vo), q' — </, = '", 
et peuvent, par suite, se mettre sous la forme 

Bp-H^.7-H^,a = z, 

C7-H„a-.H,^P = r; 

* mais on a 

^, = A /?„ ~ H,^ /?, - H„ q,, 

d'où l'on tire 
et de même 
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Corps mous. — En exprimant que les vitesses normales des points en 
contact des deux corps sont égales à la fin du choc, on a 

ou 

ou encore 

W = (V-V,)(i-Mpz -+-M7r )-hW; 

= ( Y'— r.) (i - M'p'*'-H M Y/) -»- w;, 

d'où, en vertu de Téquation (i), 

M'(W',-W«) 



La vitesse normale au contact est, par suite, 

,-x ^1, M^W;(i -Mpz -f-My.r) +MW,(i - M^p^z^-i- MV/) 
10 j w- M'(i-MpzH-M77)-+-M(i-M'tiV-+-M'7V) 

Corps parfaitement élastiques. — Supposons que V, W, ... se rap- 
portent à la fin du choc. Il est facile de voir que l'équation obtenue en 
égalant à zéro Taccroissement de la force vive du système de M, M' 
peut se mettre sous la forme 

H- aiL, ^ - aH'., 7o -+- M'(V'^- V'/) -+-... = o, 
d'où, en vertu des équations (a), 
M(V-Vo)(V-4-V.-^/.^-r7)^-aîl.o,(/|-/î.) 

En ayant égard aux valeurs (4) et à la formule (5), cette équation 
devient 

M(V~V,)[V-V,+ 2W,-M(zp-77)(V-VJ]-hM'(V'-V;)...=o, 
ou, en vertu de l'équation (i), 

(V-V.)[i-M(2p-r7)]^-aW,= (V'-V;)[i-MVP'-/7')]-HaW;, 
et enfin 

(7) v-v..,,,^ îMiw^^wj 



M'(i-Mp2-f-M7r)-HM(i-M'p'«'-+-MY/) 



4^6 TROISIÈME PJlETIE. — APPENDICE. 

Noos avons maintenant 

(gx , ^(V-V,)(i-Mpz^M77) + 2W; 

"" M'(i — MpiJ -4- Myx) -^ M(i - M'f^'z' ■+- M'y'/) ' 

ce qui est le double de l'expression (6), comme dans le cas du choc di- 
rect. 



FIN DU TOME DEUXIÈME. 
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